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هندسه تحلیلی

درس اوّل

 یادآوری و تکمیل معادلۀ خط

در طیف گسترده ای از پدیده های جهان، رابطهٔ خطی بین متغیرها به چشم می خورد. بنابراین 
مطالعهٔ تابع های خطی اهمیت ویژه ای پیدا می کند. در سال های قبل با مطالبی در این زمینه 

آشنا شدیم. در این فصل نکات دیگری را در این حوزه، مورد مطالعه قرار می دهیم.

کار در کلاس

1 می دانیم از هر دو نقطهٔ متمایز، تنها یک خط عبور می کند؛ بنابراین:
الف( با داشتن مختصات .... نقطه از یک خط باید بتوان معادلهٔ آن را به دست آورد.

ب( با داشتن معادلهٔ یک خط می توان با مشخص کردن .... نقطه از خط، نمودار آن را در 
دستگاه محورهای مختصات رسم نمود.

2 نمودار خطوط با معادلات زیر را در دستگاه محورهای مختصات مقابل رسم کنید:

 L1:y  =2x-4 )الف

 L2:y  =2x  +1 )ب

 L3:y  =1 )پ

 ٢-  =   L4:x )ت

3 معادلهٔ هریک از خط های مقابل را روی شکل بنویسید.

4 الف( توجه داریم که شیب یک خط برابر است با نسبت جابه جایی عمودی به جابه جایی 
با  است  برابر   B و   A هم طول  غیر  نقطهٔ  دو  از  گذرا  خط  شیب  دیگر  عبارت  به  ....؛ 

. =
−AB

B A
m

x x

ب( شرط موازی بودن دو خط آن است که دارای ...... برابر باشند.
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 l خط .............. ،h قطع کند آن گاه h ها را در نقطه ای با عرضy  محور l 5 الف( از کلاس نهم به خاطر داریم که هرگاه خط
نامیده می شود.

ب( در سؤال 2 بالا، شیب و عرض از مبدأ هریک از چهار خط ذکر شده را بنویسید. کدام دو خط از بین آنها با هم موازی اند؟

6 الف( خط با شیب m و عرض از مبدأ h معادله ای به صورت .......=  y دارد.
y   - y0= m(x   - x0) عبارت است از A(x0,y0) ٔو گذرنده از نقطه m ب( معادلهٔ خط با شیب

پ( می خواهیم معادلهٔ خط l، گذرا از دو نقطهٔ A(0,7) و B(3,1) را بنویسیم. برای این کار، هریک از دو فرمول بالا را می توان به کار برد:

روش اولروش دوم

:شیب خط y y
m

x x
− −

= = =
−

2 1

2 1

1 7 ...

y -y1= m(x-x1): معادلهٔ خط در حالت کلی
y -7 = ...(x - ...)
l معادلهٔ خط :y  =......

y =mx+h: معادلهٔ خط در حالت کلی

A(0,7) :7=m)0(+h   ⇒    h =7 روی خط l واقع است
...= B (3,1) :1=.....  ⇒  m روی خط l واقع است

l معادلهٔ خط :y   =......

ت( معادلهٔ خط گذرا از نقطهٔ P (2,-1) را بنویسید که با خط y    =3x -4 موازی باشد.

1 دو خط l و Δ را عمود بر هم رسم کرده ایم. شیب آنها را مورد توجه قرار می دهیم.

P و A گذرا از نقاط l شیب خط : − − −
= = =

− −
P A

P A

y y
m

x x
3 4 1

2 0 2

P و B گذرا از نقاط Δ شیب خط :m'=......

) ملاحظه می شود که شیب ها عکسِ قرینهٔ یکدیگرند. )( )mm′ = = 	).....( = ..... :2 حاصل ضرب شیب دو خط را به دست می آوریم

d برابر عدد  Δ ..... است؛ پس شیب خط  l را در نظر بگیریم، این خط حتماً با خط  d عمود بر  3  اگر خط دلخواه دیگری مثل 
....... خواهد بود. بنابراین می توان گفت شیب هر خطِ عمود بر l برابر خواهد بود با عکسِ ..... شیب خط l. این مطلب در حالت 

کلی درست است1. یعنی

1ــ اثبات های مختلفی برای این مطلب وجود دارد که یکی از آنها به کمک قضیه فیثاغورس است.

فعالیت کلاسی 

حاصل ضرب  هرگاه  عمودند  هم  بر  مختصات  محورهای  با  موازی  غیر  خطِ  دو 
شیب های آنها برابر )1-( باشد؛ یعنی mm'= -1. به عبارت دیگر شیب هرکدام، 

عکسِ قرینهٔ شیب دیگری باشد.

...
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1  در هر قسمت شیب دو خط داده شده را به دست آورید و مشخص کنید که دو خط نسبت 
به هم چه وضعی دارند. )موازی، عمود یا متقاطعِ غیر عمود؟(

:l:y   =  5x -2                          d )الف −
= +y x

1
3

5
:l)ب = +y x

1
7

2
   d:x -2y  =1

 l:2x -3y + 3=0                    d:3x +2y  =0 )پ
l:x   =1 )ت      d:y  = -3 
l:y =3x +1 )ث   d:x =3y   -1 

2 خط l به معادلهٔ 2y    -3x     =1 و خط d با عرض از مبدأ 5 به معادلهٔ y     =  mx  +5 را در نظر 
بگیرید.

الف( m، شیب خط d را طوری بیابید که d با l موازی باشد.
ب( به ازای چه مقداری از m دو خط بر یکدیگر عمودند؟

و   A(5,1) که  طوری  به  است  واقع  مختصات  صفحهٔ  اول  ناحیه  در   ABCD مربع   3
B(10,4) دو رأس مجاور آن هستند.

الف( شیب ضلع AB را بیابید و معادلهٔ آن را بنویسید.
ب( شیب ضلع AD را حساب کنید و معادلهٔ این ضلع را هم بنویسید.

پ( اگر بدانیم نقطهٔ C   (7,9) رأس سوم مربع است، مختصات رأس D را بیابید.
ت( رسم مربع را کامل کنید.

 فاصلۀ دو نقطه

کار در کلاس

شکل مقابل را در نظر بگیرید.
الف( فاصلهٔ دو نقطهٔ A و B که برابر طول پاره خط AB می باشد، برابر 5 است. چه رابطه ای 

بین این عدد با xA و xB وجود دارد؟
ب( فاصلهٔ دو نقطهٔ C و D را برحسب عرض آنها بیان کنید.

فعالیت کلاسی 
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پ( در شکل مقابل، فاصلهٔ نقاط A و B را برحسب طول آنها و فاصلهٔ دو نقطهٔ C و D را 
برحسب عرض آنها بنویسید.

AB =
CD =

در حالت کلی می توان گفت:

1 در شکل مقابل فاصلهٔ دو نقطهٔ A و B را با خط کش به دست آورید.

AB =|xA  -xB| دو نقطهٔ هم عرض در صفحه باشند، آن گاه B و A 1ــ اگر
CD =|yC       -  yD| دو نقطهٔ هم طول در صفحه باشند، آن گاه D و C 2ــ اگر

فعالیت کلاسی 

٢ بدون استفاده از خط کش و تنها با محاسبه، طول پاره خط AB را به دست آورید. از چه 
رابطه ای استفاده می کنید؟

٣ در شکل مقابل: 
الف( مختصات نقطهٔ H را بنویسید.

ب( طول پاره خط های AH و BH را مشخص کنید و روی شکل بنویسید.
پ( طول AB را به کمک قضیهٔ فیثاغورس به دست آورید.

با توجه به فعالیت قبل می توان گفت:

( ) ( )= − + −AB x x y y2 2
1 2 1 2 فاصلهٔ دو نقطهٔ A(x1,y1) و B(x2,y2) برابر است با 

x

y

yC

xA xB

yD DD( ,y )0

CC( ,y )0

AA( x , )0 BB( x , )0

3

4

3 4
x

y

0 1 2

5

6

1

2
A( ,  )1 2

B( , )4 6

x

y

y1

x1 x2

y2

A(x ,y )1 1

B(x ,y )2 2

H( ... , ...)



فصل ١   جبر و حساب

6

1  نقاط B(5,4)، A(2,0) و C   (-2,3) را در نظر بگیرید و آنها را روی دستگاه محورهای 
مختصات مقابل مشخص کنید.

الف( محیط مثلث ABC را با محاسبهٔ طول اضلاع آن به دست آورید.

 ( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − = + =A B A BAB x x y y2 2 2 22 5 0 4 9 16 5

AC =....  
BC =....

....=  P:محیط 
مثلث

ب( ABC چه نوع مثلثی است؟
 یک مثلث قائم الزاویه است. سپس مساحت آن را حساب کنید.

∆
ABC پ( به دو روش نشان دهید 

٢  در یکی از جاده های کشور تصادفی رخ داده است که مختصات نقطهٔ تصادف بر روی 
نقشهٔ مرکز امداد به صورت P  (50,30) است. نزدیک ترین پایگاه های امداد هوایی به محل 
تصادف در نقاط A   (10,-20) و B    (80,90) واقع اند. شما کدام پایگاه را برای اعزام بالگردِ 

امداد به محل حادثه پیشنهاد می کنید؟ )اعداد برحسب کیلومتر هستند(.

٣  الف( دایره ای به مرکز مبدأ مختصات، از نقطهٔ N    (-6,   8) گذشته است. شعاع دایره را 
محاسبه کنید.

ب( فاصلهٔ نقطهٔ E    (x1,y1) تا مبدأ مختصات را به دست آورید.

کار در کلاس

 نقطۀ وسط پاره خط

شکل مقابل را در نظر بگیرید.
الف( نقطهٔ وسط پاره خط AB را M بنامید. M را به همراه مختصات آن روی شکل مشخص 

کنید.
ب( نقطهٔ وسط پاره خط CD را N بنامید و N را به همراه مختصات آن روی شکل مشخص 

کنید.

فعالیت کلاسی 
3
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پ( مطابق شکل، A و B دو نقطهٔ دلخواه روی محور xها هستند. اگر M وسط AB باشد، 
طول نقطهٔ M را به دست آورید.

AB وسط M ⇒ AM   = MB

⇒xM - xA = .......
⇒2xM = ....... ⇒ A B

M
x x

x
+

=

x

y

xA

M

xB

AA( x , )0 BB( x , )0

ت( در شکل مقابل، C و D دو نقطهٔ دلخواه روی محور yها هستند. اگر N وسط CD باشد، 
عرض نقطهٔ N را بیابید.

CD وسط N ⇒ .................                   ⇒ Ny
       

=
2

 AB وسط M را دو نقطهٔ دلخواه در صفحه مختصات در نظر بگیرید به طوری که B و A )ث
باشد. با توجه به شکل، مختصات M را بنویسید.

با توجه به این فعالیت، دیده می شود که:

 . ( , )+ +
    A B A Bx x y y

M
2 2

نقطهٔ وسط پاره خط AB عبارت است از

1 مثلث با رئوس B  (3,1)، A(1,9) و C     (7,11) را در نظر بگیرید و آنها را در دستگاه 
محورهای مختصات مقابل مشخص کنید.

الف( مختصات M، نقطهٔ وسط ضلع BC را مشخص کنید.
ب( طول میانهٔ AM را محاسبه کنید.

پ( معادلهٔ میانهٔ AM را به دست آورید.

٢  الف( نقطهٔ M(5,-4) وسط پاره خط واصل بین دو نقطهٔ A و B(7,-2) است. مختصات 
A را بیابید.

ب( قرینهٔ نقطهٔ A(1,2) نسبت به نقطهٔ M(-1,4) را به دست آورید.

کار در کلاس

x

y

yC

y

N

D DD( ,y )0

CC( ,y )0

x

y

yB

xA xB

yA

M(... , ... )
M

....y ....=

M
....

x ....=

B BB(x ,y )

A AA(x ,y )

.....

....
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٣  سود سالانهٔ یک واحد کوچک تولیدی از سال 1385 تا 1395 طبق نمودار مقابل سیر 
صعودی داشته است. به کمک فرمول نقطهٔ میانی پاره خط مشخص کنید:
الف( میانگین سود سالانهٔ این شرکت در دههٔ مورد نظر چقدر بوده است؟

ب( در کدام سال، مقدار سود سالانه با این میانگین سود ده ساله برابر بوده است؟
پ( اگر سود سالانه در طول یک دههٔ آینده با همین روند افزایش یابد، انتظار می رود در سال 1405 

سود سالانه شرکت چقدر باشد؟

 فاصلۀ نقطه از خط

 l عمود بر A برابر است با طول پاره خطی که از l تا A ٔباشد، فاصله l نقطه ای خارج خط A اگر
.l به A رسم می شود؛ یعنی کوتاه ترین مسیر از

مثال: فاصلهٔ نقطهٔ A(7,5) را از خط l به معادلهٔ 4x + 3y     =18 به دست آورید.
3 خواهد بود. 

4
4− است، پس هر خطِ عمود بر آن دارای شیب 

3
حل: چون شیب خط l برابر 

معادلهٔ خط Δ گذرا از A و عمود بر l را می نویسیم.
( )− = −y x

3
5 7

4
4y -20=3x    -21
Δ:3x    -4y =1

اگر معادلهٔ دو خط l و Δ را به صورت یک دستگاه معادلات خطی در نظر بگیریم، از حل آن 
مختصات نقطهٔ P، محل برخورد دو خط به دست می آید.

:
, ( , )

:
+ =

   ⇒   =        =   ⇒  ∆ − =

l x y
x y P

x y

4 3 18
3 2 3 2

3 4 1
طول پاره خط AP جواب مسئله است.

( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − = + =A P A PAP x x y y2 2 2 27 3 5 2 16 9 5

اگر مراحل حل این مثال را در حالت کلی به کار ببریم، به نتیجهٔ زیر می رسیم:

مان
 تو

ون
یلی

ب م
حس

بر 
ود 

س

سال

مثال: مثال بالا را به کمک این فرمول حل می کنیم؛ یعنی فاصلهٔ A(7,5) را از خط به معادلهٔ 
4x +3y  -18=0 به دست می آوریم:

| ( ) ( ) | | |
d

+ −
= = =

+2 2

4 7 3 5 18 25
5

54 3

فاصلهٔ نقطهٔ A(x0,y0) از خط به معادلهٔ ax+by  +c  =0 برابر است با

| |+ +
=

+

ax by c
d

a b

0 0

2 2

1385

57

103

1395

3

4
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x

y
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5
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7

8

-1
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A( , )7 5

l
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1 مثلث با رئوس B  (-5,1)، A(3,0) و C   (7,6) را در نظر بگیرید.
الف( شیب ضلع BC را به دست آورید و معادلهٔ آن را بنویسید.

ب( فاصلهٔ رأس A تا ضلع BC را به دست آورید.
پ( طول ضلع BC را به دست آورید و سپس با استفاده از طول ارتفاع AH، مساحت مثلث 

را بیابید.

کار در کلاس

بیابید.  به مرکز W  (2,-1) مماس است. شعاع دایره را  بر دایره ای   3x -4y   =0 ٢ خط
)راهنمایی: خط مماس بر دایره بر شعاع گذرنده از نقطهٔ تماس عمود است(.

با   -10x  +24y +10=0 و  5x -12y +8=0 معادلات با  دو خط  دهید  نشان  الف(   ٣
یکدیگر موازی اند.

ب( فاصلهٔ این دو خط را محاسبه کنید.)راهنمایی: یک نقطهٔ دلخواه روی یکی از خطوط در 
نظر بگیرید و فاصله آن را از خط دیگر به دست آورید(.

d = ?

l

l ′

H

0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

-1-2-3-4-5
x

y

A( , )3 0

B( , )−5 1

C( , )7 6

r = ?

l

تمرین های درس اول

1 وضعیت هر جفت از خطوط زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
l:2x -y =1
d:y =2x -3
∆:x +2y =0
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٢ دو نقطهٔ )14 , 3( A و )B )10 , -13 را در نظر بگیرید.
الف( فاصلهٔ مبدأ مختصات را از وسط پاره خط AB به دست آورید.

ب( معادلهٔ عمود منصف پاره خط AB را بنویسید.
٣ نشان دهید مثلث با رئوس )2 , 5( ،A )1 , 2( B و )C )4 , 1 یک مثلث متساوی الساقینِ 

قائم الزاویه است.
٤ دو انتهای یکی از قطرهای دایره ای نقاط )2 , -2( A و )B )6 , 4 هستند.

الف( اندازهٔ شعاع و مختصات مرکز دایره را بیابید.
ب( آیا نقطهٔ )C )7 , 3 بر روی محیط این دایره قرار دارد؟ چرا؟

٥ نقاط )0 , 0( و )0 , 4( دو رأس از یک مثلث متساوی الاضلاع هستند. مختصات رأس 
سوم آن را بیابید. مسأله چند جواب دارد؟

٦ یک میلهٔ پرچم بزرگ، مطابق شکل توسط کابل هایی به چهار نقطه در زمین محکم شده 
است به طوری که فاصلهٔ هر نقطه تا میله برابر است با فاصلهٔ نقطهٔ مقابل آن تا میله. مختصات 

نقطهٔ D را به دست آورید.
٧ نقاط )1 , 0( ،A )2 , 3-( B و )C )1 , -2 سه رأس از یک مستطیل هستند. مختصات 
رأس چهارم آن را بیابید. )با دانستن این مطلب که در هر مستطیل، قطرها منصف یکدیگرند، 

آیا می توانید راه حل کوتاه تری برای مسأله ارائه کنید؟(
آن حدود 38 درجهٔ  و عرض جغرافیایی  46 درجهٔ شرقی  تقریباً  تبریز  ٨ طول جغرافیایی 
شمالی است که به طور خلاصه می توان موقعیت این شهر را به صورت )38 , 46( نشان داد. 
این اطلاعات در مورد چابهار به صورت )25 , 61( می باشد. با فرض این که مسافت فیزیکی 
هر درجه طول جغرافیایی همانند مسافت فیزیکی هر درجه عرض جغرافیایی برابر 110 کیلومتر 

باشد، مطلوب است محاسبهٔ فاصلهٔ مستقیم این دو شهر.
٩ فاصلهٔ نقطهٔ )P )7 , -4 را از خط به معادلهٔ 2x + y =5 به دست آورید.

١٠ یکی از اضلاع مربعی بر خط y =2x -1 واقع است. اگر )A )3 , 0 یکی از رئوس این 
مربع باشد، مساحت آن را به دست آورید.

11 اگر a و b دو عدد حقیقی متمایز باشند، نشان دهید
الف( خط گذرا از نقاط P (a , b) و Q (b , a) همواره بر خط y =x عمود است.

ب( نقطهٔ وسط پاره خط PQ همیشه بر روی خط y =x واقع است.
12 یک روستا دارای دو دبستان است که مختصات آنها در نقشهٔ ادارهٔ آموزش و پرورش 
به صورت )3 , 10( E و )F )7 , 2 است. هدف آن است که هر دانش آموز در نزدیک ترین 
مدرسه  نسبت به خانهٔ خود ثبت نام کند. معادلهٔ خطی را بنویسید که روستا را با این هدف به 

دو قسمت تقسیم کند. 

( , )A − −3 2

( , )B 5 2

( , )C 01 D
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 روش تغییر متغیر برای حل معادله

در کلاس دهم روش های مختلفی را برای حل معادلهٔ درجه 2 آموختیم. یک جنبهٔ اهمیت این معادلات آن است که معادلات دیگری نیز 
وجود دارند که قابل تبدیل به معادلهٔ درجه دوم اند؛ مانند معادلات گویا و گنگ که درس بعدی به آنها اختصاص یافته است. در اینجا با 

روش تغییر متغیر برای حل معادله آشنا می شویم که یک شیوهٔ کارآمد و نسبتاً متداول برای حل انواع معادله است.
)3x2-1(2 -13)3x2-1(+22=0 مثال: معادلهٔ مقابل را حل کنید. 	

حل: با وجود آنکه این معادله از درجهٔ 4 می باشد، می توان آن را به روش معادله درجهٔ دوم حل کرد. بـرای ایـن کـار بـه جای عبارت 
)3x2-1(،  متغیر )مجهول( جدیدی مثل u قرار می دهیم. به این کار تغییر متغیر می گوییم.

3x2-1= u ⇒ u2-13u+22=0
معادلهٔ حاضر به روش کلی و همچنین به روش تجزیه قابل حل است.

)روش تجزیه(
(u-2)(u-11)=0

( )

( )

= = ⇒ − = ⇒ = =−⇒  = = ⇒ − = ⇒ = =−

xu x x x
xu x x x

٢ ٢

٢ ٢

1٢ 3 1 ٢ 1 1
٢11 3 1 11 4 ٢

)روش کلی(
b ac∆ = −٢ 4

=(-13)2-4(1)(22)=81

( )
bu

a
− ± ∆ ±= = 13 81

٢ ٢ 1

( )

( )

= = ⇒ − = =−⇒  = = ⇒ − = =−

xu x x
xu x x

٢

٢

1٢ 3 1 ٢ 1
٢11 3 1 11 ٢

1 معادله های مقابل را حل کنید.
(ب                                                2x4-7x2-4=0)الف ( ) ( )+ + + =٢1 1٢ 8x x

x x

٢ الف( یک معادلهٔ درجهٔ چهار بنویسید که ریشه نداشته باشد.
ب( یک معادلهٔ درجهٔ چهار بنویسید که تنها یک ریشه داشته باشد.

پ( یک معادلهٔ درجهٔ چهار بنویسید که تنها دو ریشهٔ متمایز داشته باشد.
ت( یک معادلهٔ درجهٔ چهار بنویسید که دقیقاً سه ریشهٔ متمایز داشته باشد.

کار در کلاس

تابع درجه ٢ و معادلۀ درجه دوم

درس دوم
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ث( یک معادلهٔ درجهٔ چهار بنویسید که چهار ریشهٔ متمایز داشته باشد.
ج( آیا معادلهٔ درجه چهار می تواند بیش از چهار ریشه داشته باشد؟

 مجموع و حاصل ضرب ریشه های معادلۀ درجه ٢

می دانیم که معادلهٔ درجه دوم در حالت کلی به صورت زیر است
)1( ax2+bx+c =0      )a ≠0(
١ می خواهیم بررسی کنیم که چگونه می توان بدون حل این معادله در مورد وجود و تعداد 

جواب های حقیقی آن اظهار نظر کرد.
الف( در این معادله اگر ضرایب a و c مختلف العلامت باشند، در مورد علامت ∆ چه می توان 

گفت؟
متمایز  ریشهٔ حقیقی   ...... دارای   )1( معادلهٔ  آنگاه  باشند  مختلف العلامت   c و   a اگر  ب( 

است.
گاهی به جای مقدار دقیق ریشه های یک معادلهٔ درجهٔ 2، تنها مجموع و حاصل ضرب ریشه ها 
برایمان اهمیت دارد که در این صورت بدون حل معادله می توان این مقادیر را به دست آورد. 
معمولاً مجموع دو ریشه را با S و حاصل ضرب آنها را با P نمایش می دهیم1، یعنی اگر α و

.αβ=P و α+β=S ،ریشه های معادله باشند β
3x2+5x -1=0                                                                    ٢ معادلهٔ مقابل را در نظر می گیریم

الف( توضیح دهید که چرا این معادله دارای دو ریشهٔ حقیقی متمایز است.
این  به  پاسخ  برای  دارد؟  رابطه ای وجود   )S  ( و مجموع ریشه ها  معادله  بین ضرایب  آیا  ب( 

سؤال، معادله را حل می کنیم:
∆=b2-4ac = ......

− + ∆α = =٢ 

b
a

 ......
− − ∆β = =٢ 

b
a  

......

S=α+β= ــــــــ + ـــــــــ = ......

. = −bS
a

در اینجا ملاحظه می شود که 

1ــ S حرف اول Sum به معنای مجموع و P حرف اول Product به معنای حاصل ضرب است.	

فعالیت کلاسی
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پ( درستی این نتیجه را در مورد معادلهٔ زیر هم بررسی می کنیم.

( )x x x x α=− = ⇒ − = β=
٢3 7 0 3 7 0 



S=α+β= ...... + ...... = 7
3

ت( درستی نتیجهٔ بالا را در حالت کلی ثابت می کنیم. فرض کنیم برای معادله )1(، مقدار ∆ 
مثبت باشد. پس دارای دو ریشهٔ حقیقی متمایز مثل α و β خواهد بود:

+

b
a bS

a

− + ∆α =  − + ∆⇒ = α β = + =
β=


٢
٢

 ......

. cP
a

α β = = ث( با مفروضات قسمت )ت( ثابت کنید 

.
 − + ∆  = α β = =     2

b
P

a
....

با توجه به فعالیت بالا می توان گفت:

 )P و S( 2- بدون حل معادله،  مجموع و حاصل ضرب ریشه هاx2+x +5=0 ٔ1 در معادله
را بیابید.

٢ در معادلهٔ 2x2-9x+c =0 مقدار c را طوری بیابید که یکی از ریشه ها دو برابر دیگری 
باشد. )راهنمایی: اگر یکی از ریشه ها را α بنامیم، ریشه دیگر به صورت β=2α خواهد بود. 

حال از مجموع و حاصل ضرب ریشه ها استفاده کنید(.

P و S نوشتن معادله درجه ٢ با داشتن 

گاهی حل یک مسئله، مستلزم آن است که برایش معادله ای بنویسیم و آن را حل کنیم؛
در برخی موارد، معادلهٔ مورد نظر از درجه 2 خواهد بود. به عنوان نمونه با داشتن مجموع 
و حاصل ضرب ریشه های یک معادلهٔ درجه S( 2 و P( می خواهیم معادله را به دست آوریم. 
برای این کار فرض می کنیم ریشه های معادله α و β باشند؛ پس معادله به شکل زیر خواهد بود.
(x   -  α)(x   -β)=0
x2-βx-αx+αβ=0

کار در کلاس

اگر α و β ریشه های معادلهٔ  )ax2+bx+c =0    )a ≠0 باشند آنگاه
α + β = = − bS

a
 و  

 
.α β = =

c
P

a

.....

..........
.....

.... ....

......

......



فصل ١   جبر و حساب

14

x2-(α+β)x+αβ   =0
x2-Sx+P   =0

بنابراین نشان دادیم که:

1 دو عدد حقیقی بیابید که مجموع آنها 1/5- و حاصل ضربشان 7- باشد.

٢ آیا مستطیلی با محیط 11cm و مساحت 6cm2 وجود دارد؟ اگر جواب مثبت است، طول 
و عرض آن را مشخص کنید.

حل: اگر ابعاد مستطیل را α و β بنامیم، داریم:
11⇒ α + β = 11 = (α+β)2⇒11 = محیط

٢
⇒ β = 11

٢ -α

)α  .  β = 6 ⇒ α ⇒ 6 = مساحت 11
٢ - α) = 6

الف( راه حل بالا را کامل کنید و α و β را بیابید.

ب( با استفاده از S و P این مسئله را حل کنید.

3+ باشند. 5
٢

3− و  5
٢   معادلهٔ درجهٔ دومی بنویسید که ریشه های آن  ٣

 ماکزیمم یا مینیمم سهمی

سهمی با ضابطهٔ  y =ax2+bx +c را در نظر می گیریم. از سال گذشته می دانیم که طول رأس 
bx است و 

a
= − ٢

این سهمی 
bx کمترین مقدار خود را اختیار 

a
= − ٢

الف( اگر a <0 آنگاه سهمی رو به بالاست و به ازای 
می کند.

bx بیشترین مقدار خود را 
a

= − ٢
ب( اگر a >0  آنگاه سهمی رو به پایین است و به ازای 

خواهد داشت.
وجود  صورت  در  را   f  )x(=  -x2+2x+3 ضابطه  با  تابع  )ماکزیمم(  مقدار  بیشترین  مثال: 

مشخص کنید.
bx بیشترین مقدار را خواهد داشت که برابر است با: 

a
= − =1٢

حل: این تابع به ازای 
f )1(=4

کار در کلاس

α

β

معادلهٔ درجهٔ دوم، با مجموع ریشه های S و حاصل ضرب ریشه های P به صورت 
x2-Sx+P=0 می باشد.

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
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1 تعیین کنید کدام یک از سهمی های زیر ماکزیمم دارند و کدام یک مینیمم. سپس ماکزیمم 
یا مینیمم هر یک را مشخص کنید.

x( = -)x +1(2+3( g )الف 		 x( = x2-4x +9(h )ب

٢ یک ماهیگیر می خواهد در کنار رودخانه  محوطه ای مستطیل شکل را فنس کشی کند. 
او تنها هزینهٔ 100 متر فنس کشی را در اختیار دارد. ابعاد مستطیل را طوری تعیین کنید که 

مساحت آن بیشترین مقدار ممکن گردد.
y +2x =100  ⇒    y =100 - 2x    :راهنمایی(

مساحت مستطیل را به صورت تابعی بر حسب x بنویسید و ماکزیمم آن را بیابید.(

اگر  می باشد.  آن  دربالای  متساوی الاضلاع  مثلث  یک  با  مستطیل  شکل  به  پنجره ای   ٣
بیابید که پنجره حداکثر نوردهی را داشته  4m باشد، ابعاد مستطیل را طوری  محیط پنجره 

باشد.

 صفرهای تابع درجه ٢

در کلاس دهم دیدیم که نمودار تابع با ضابطهٔ )f )x(=ax2+bx+c  )a ≠0 یک سهمی است. 
به عنوان مثال نمودار مقابل، نمودار مکان ــ زمان گلولهٔ کوچکی است که در راستای قائم با 
سرعت اولیه m/s 20 به طرف بالا پرتاب شده است و ضابطه آن y = -5t2+20t می باشد. 
فیزیکی چه معنایی  نظر  از  نقاط  این  افقی کدامند و  با محور  تابع  این  نمودار  برخورد  نقاط 

دارند؟
را  آنها  که  هستند  اهمیتی  با  نقاط  xها،  محور  با  تابع  یک  نمودار  برخورد  نقاط  کلی  به طور 
صفرهای تابع می نامیم؛ چرا که در این نقاط مقدار تابع صفر می شود. همچنین محل برخورد 

نمودار تابع درجه دوم با محور yها، برابر )f )0 یعنی c می باشد.

کار در کلاس

x

x
y

t(s)

y(m)

 ∆ به کمک علامت  تابع درجه 2 را  تعداد صفرهای  1 همچنان که از سال قبل می دانیم، 
 a می توان تشخیص داد. همچنین رو به بالا بودن یا رو به پائین بودن سهمی از روی علامت

قابل تشخیص است. جدول زیر را کامل کنید1.
1ــ در این جدول محور yها رسم نشده است.	

کار در کلاس

xx

y

x
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y=ax2+bx+c   ٔنمودار تقریبی سهمی با ضابطهa علامت∆

++

-+

+0

-0

+-

--

زیر، تعداد و علامت  توابع  در  بگیریم.  P کمک  و   S از علامت  می توانیم  تابع درجه 2  احتمالی  ریشه های  برای تشخیص علامت   ٢
ریشه های توابع داده شده را )در صورت و‌جود( مانند نمونه مشخص کنید.

                        y =x2+4x -  5 )ب                 y= x2+6x+5 )الف
سهمی دو ریشه متمایز دارد  ⇒ 0 < 16=∆
p = ca

b− a = 5 > 0 ⇒ ریشه ها هم علامت اند
S = c

a
b− a هر دو ریشه منفی اند ⇒ 0 > 6- = 

	y = 3x2-7x+1)پ y = -2x2+ 5x-4 (ت              

3  هرگاه نمودار تابع  )f)x( =ax2+bx +c    )a ≠0 را داشته باشیم،  می توانیم به کمک آن علامت ضرایب b ،a و c را مشخص کنیم. به 
عنوان مثال نمودار تابع f که در سمت چپ از ردیف اول توابع زیر آمده است را در نظر می گیریم:

ــ سهمی رو به بالاست،  پس a مثبت است.
ــ نمودار تابع f محور yها را در قسمت منفی ها قطع کرده است پس c منفی است.

ــ رأس سهمی در ربع چهارم قرار گرفته که در آن xها مثبت اند پس
b
a
−
2

 <0 → b >0  

x

x

x
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خلاصه این اطلاعات در جدول بعد آمده است. جدول را کامل کنید.

fghijklmnpqrویژگی             تابع

a علامت++-

b-+-

c-0-

فاقد ریشهدودوتعداد ریشه ها

علامت ریشه یا ریشه ها
 )در صورت وجود(

یکی منفی
یکی مثبت

یکی منفی
یکی صفر

ریشه 
ندارد

y

x

f

g h

i

j
k l

m

n

p q
r

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x
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١ معادله های زیر را حل کنید.
x4 - 8x2+8 =0 (الف  4x6 +1= 5x3 (ب	

2= 7+6 (2x2 - 1)(2x2 - 1) (پ + (ت	 − =
2 1
3 32 7 4 0x x

+ (ث − =
11
63 2 0x x

٢ در معادلهٔ 4x2- 8x + c =0 مقدار c را به گونه ای بیابید که یکی از ریشه های آن 3 واحد 
بزرگ تر از ریشه دیگر باشد.

1+ باشد. 2 1− و  2 ٣ معادلهٔ درجهٔ دومی بنویسید که ریشه های آن 
٤ ماکزیمم یا مینیمم تابع های با ضابطه های زیر را در صورت وجود به دست آورید.

f   (x) = - 2x2+8x - 5 (الف g   (x) =3x2+ 6x + 5 (ب	
٥ راکتی که به طور عمودی شلیک شده، t ثانیه پس از پرتاب در ارتفاع h متری از سطح 

h  (t) = 100t - 5t2        (t ≥ 0) زمین قرار دارد که در آن 	
الف( چقدر طول می کشد تا راکت به بالاترین ارتفاع ممکن خود برسد؟

ب( ارتفاع نقطهٔ اوج را بیابید.
پ( چند ثانیه پس از پرتاب، راکت به زمین باز می گردد؟

٦ استادیومی به شکل مستطیل با دو نیم دایره در دو انتهای آن در حال ساخت است. اگر 
محیط استادیوم 1500 متر باشد، ابعاد مستطیل را طوری بیابید که

الف( مساحت مستطیل حداکثر مقدار ممکن گردد.
ب( مساحت استادیوم حداکثر مقدار ممکن شود.

٧ در بسیاری از بناهای سنتی کشورمان، پنجره هایی به شکل مقابل وجود دارد که از یک 
مستطیل و نیم دایره ای به قطر پهنای مستطیل در 
بالای آن تشکیل شده است. اگر محیط مستطیل 
انتخاب  را طوری  ابعاد مستطیل  باشد،  متر   4/5

کنید که پنجره بیشترین نوردهی را داشته باشد.

تمرین های درس دوم
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٨ معادلهٔ سهمی های زیر را بنویسید.
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8
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8
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1

x =3

1

2

( , )S 21

)الف )ت  )پ )ب

٩ تابع f  (x) = ax2 + bx + c ریشه ندارد و حاصل a + b + c عددی منفی است. ثابت 
.c < 0 کنید

m/s 20 شوت با سرعت اولیهٔ  به سطح زمین  با زاویهٔ 450 نسبت  10 فوتبالیستی توپی را 
 −

= +21

40
y x x می کند. مسیر حرکت توپ، مانند شکل مقابل است که تابع مسیر آن به صورت 

می باشد. نقطهٔ برخورد توپ با زمین را به دست آورید.

)ح                                            )چ



20

فصل ١   جبر و حساب

مثال( مستطیل طلایی، مستطیلی است که نسبتِ مجموع طول و عرض آن به طول آن برابر باشد 
با نسبت طول به عرض مستطیل. به عبارت دیگر اگر طول و عرض مستطیل به ترتیب x و y باشند 

. +
=

x y x
x y

داشته باشیم 
نسبت طول به عرض این مستطیل را نسبت طلایی می گویند. عرض مستطیل را y = 1 در نظر 

می گیریم تا این نسبت را محاسبه کنیم:
x x
x
+

=
1

1

با ضرب دو طرف این معادله در x می توان آن را از حالت کسری خارج کرد )یا به طور معادل 
در اینجا حاصل ضرب طرفین را مساوی حاصل ضرب وسطین قرار می دهیم(:

x 2=x+1
x 2-x-1=0

∆=b2-4ac =5     ,   x  = − ± ∆
2

b
a   غ ق ق

1+ به عدد طلایی معروف است که مقدار تقریبی آن 1/618 می باشد؛ این عدد از  5

2
عدد 

دوران باستان مورد توجه بوده است.
 از کلاس اول ابتدایی که با معادلاتی به شکل 5=2+   مواجه شدیم، تا همین درس گذشته، 
برمی خوریم که در  x x

x
+

=
1

1
تقریباً همیشه درگیر حل معادله بوده ایم! گاهی به معادلاتی مثل 

آنها مجهول در مخرج یک عبارت گویا )کسری با صورت و مخرج چند جمله ای( قرار دارد. 
چنین معادلاتی را معادلات گویا می نامیم. همان طور که دیدیم:

x

y

+
=

1 5

2
x

−1 5

2
 

برای حل یک معادلهٔ گویا می توان دو طرف تساوی را پس از تجزیه کردن مخرج ها، 
در کوچک ترین مضرب مشترک مخرج ها ضرب کرد تا معادله از شکل کسری 
خارج شود. جواب های به دست آمده نباید مخرج هیچ یک از کسرها را صفر 

کنند و این جواب ها باید در معادلهٔ اولیه صدق نمایند.

معادلات گویا

درس سوم
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درس سوم    معادلات گویا و معادلات رادیکالی

فعالیت کلاسی

−
− =

+− −2 2

2 2

11

x x
xx x x

1 معادله مقابل را حل کنید.           )1(

الف( ابتدا در صورتِ امکان مخرج کسرها را به حاصل ضرب عامل های اول تجزیه می کنیم:

( )( ) ( )
x x

x x x
−

− =
− + +

2 2
1 1 1

                    )2(

ب( در مخرج ها سه نوع عامل اولِ متمایز وجود دارد: x، )x+1( و ).....( که بزرگ ترین 
توان هر کدام از آنها برابر ..... است؛ پس ک م م مخرج ها عبارت است از ..... .

پ( طرفین معادلهٔ )2( را در x  (x  -1)(x  +1) ضرب می کنیم تا معادله از شکل کسری خارج 
شود.

x  (x  -1)(x  +1) 
( )( ) ( )

 
− = − + + 1 1 1x x x

 x  (x  -1)(x  +1)
( )

 −
 − 

2

1

x
x x

⇒  x2 - 2x )x  -1( = )x  +1()x  -2(
ت( پس از ساده کردن، معادلهٔ 2x2-3x  -2=0 حاصل می شود.

ث( برای معادلهٔ درجه دوم اخیر مقدار ∆ را به دست آورید و معادله را حل کنید. آیا هر دو 
جواب به دست آمده مورد قبول هستند؟ چرا؟

2 خط یک متروی تهران به طول 60 کیلومتر، میدان تجریش را  به فرودگاه بین المللی امام 
خمینی )ره( متصل می کند. برای انجام یک آزمایش، قطاری مسیر شمال به جنوب این خط 
را با سرعت ثابت v کیلومتر بر ساعت و بدون توقف در ایستگاه ها طی می کند. اگر در مسیر 
km/h 10 کاسته شود، زمان بازگشت نیم ساعت  جنوب به شمال، از سرعت متوسط قطار 

طولانی تر از زمان رفت خواهد شد.

60 به دست می آید؟
v

الف( توضیح دهید، چرا زمان رفت از رابطهٔ 

ب( عبارتی بر حسب v بنویسید که زمان برگشت را نشان دهد.

= را توضیح دهید. +
−
60 60 1

10 2v v
پ( معادلهٔ 

ت( طرفین این معادله را در ک م م مخرج ها ضرب کنید تا به یک معادلهٔ درجه دوم تبدیل شود.
ث( از حل معادلهٔ حاصل، سرعت قطار در مسیر رفت را بیابید و به کمک آن زمان رفت و 

برگشت قطار را به دست آورید.

.....
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1 معادلات زیر را حل کنید. آیا تمام جواب های به دست آمده مورد قبول هستند؟

)الف − =
2

3
12 0

x
− )ب              =

+ +2

2 3

2 2

k k
k k k k

− )پ =
− − 2

3 2 12

3 9x x x

2 دبیر ریاضی آتیلا هر هفته یک آزمون 10 امتیازی برگزار می کند. پس از 5 هفته،  آتیلا 
جمعاً 36 امتیاز کسب کرده بود؛ یعنی میانگین امتیاز هر آزمون او در پنج هفتهٔ اول به صورت 

زیر بود:

/=
36

7 2
5

او از هفته ششم به بعد در تمام آزمون ها امتیاز 9 را کسب کرد به طوری که میانگین امتیاز کل 
آزمون هایش برابر 8 شد. می خواهیم بدانیم از هفتهٔ ششم به بعد، آتیلا در چند آزمون متوالی نمرهٔ 

9 گرفته است.
 9n باشد، مجموع امتیازات او در این مدت n الف( اگر تعداد آزمون ها از هفتهٔ ششم به بعد
خواهد شد. عبارتی کسری بر حسب n بنویسید که نشان دهندهٔ میانگین امتیاز تمام آزمون های 

_________..... + 9nریاضی هفتگی آتیلا باشد. 
5 + .....

ب( کسر مربوط به قسمت قبل را برابر 8 قرار دهید و n را بیابید. سپس جواب به دست آمده 
را امتحان کنید.

3 یک معادلهٔ گویا بنویسید که جملهٔ زیر را نقض کند: 
جواب هیچ معادلهٔ گویا نمی تواند صفر باشد.

 معادلات رادیکالی

مثال( نقطه ای روی محور xها بیابید که فاصلهٔ آن از نقطهٔ )3وP)2 برابر 5 باشد. مسئله چند 
جواب دارد؟

حل( فرض کنیم نقطهٔ مورد نظر به صورت )0وA )x باشد. باید x را به دست آوریم.

( ) ( ) ( ) ( )A p A pAP x x y y x= − + − = − + −2 2 2 22 0 3

( )AP x= ⇒ − + =25 2 9 5      )3(

کار در کلاس

P 2 3( , )

A x 0( , )

5
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معادلاتی مانند )3( که در آن عبارتِ رادیکالیِ شامل مجهول وجود دارد، یک معادلهٔ رادیکالی 
نامیده می شود1.

برای حل معادلهٔ )3( در بالا، اگر طرفین تساوی را به توان دو برسانیم، خواهیم داشت:
)x-2(2+9=25

( ) ( , )
( )

( ) ( , )
− = → = ⇒

− = ⇒  − = − → = − ⇒ −
2 2 4 6 6 0

2 16
2 4 2 20

x x A
x

x x B

1 معادلات زیر را حل کنید. آیا تمام جواب های حاصل، مورد قبولند؟
t )الف( t− − =2 2 1 x )ب(                                    1 x= − −2 1 2

x )پ( x+ = +7 1  )ت(                                    
u u

− =
−
1 2

0
3

x )ث( x x+ − + =22 2 5 2

٢ زمانی که یک شیء از بالای ساختمان به ارتفاع 50 متر سقوط آزاد می کند، پس از t ثانیه 

 . h
t = −10

5
در ارتفاع h متری از سطح زمین قرار دارد به طوری که  

این جسم، یک ثانیه پس از سقوط در چه ارتفاعی نسبت به سطح زمین قرار دارد؟

3  بدون حل معادله، توضیح دهید که چرا معادلات زیر فاقد ریشهٔ حقیقی هستند؟
)الف t + =2 )پ(	 0 x x− + − =1 2 0 

)ب( x x− + + + =2 2 3 1 0

1ــ در این کتاب، تنها معادلات رادیکالی با فرجهٔ 2 را مورد مطالعه قرار می دهیم.

برای حل یک معادلهٔ رادیکالی می توان جملات را طوری به طرفین تساوی جابه جا کرد 
که عبارت رادیکالی به تنهایی در یک طرف تساوی قرار گیرد. سپس با توان رسانی 
این عمل، معادله را از شکل رادیکالی  با تکرار  لزوم  طرفین معادله و در صورت 
خارج نمود. پس از حل معادله باید مطمئن شویم که جواب های حاصل در معادلهٔ 

اولیه صدق می کنند.

کار در کلاس
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٤ عددی صحیح بیابید که تفاضل آن از جذرش برابر نصف آن باشد. مسئله چند جواب 
دارد؟

بنویسید که عدد 1 یکی از ریشه های آن  ٥ معادله ای شاملِ مجموع دو عبارت رادیکالی 
باشد. پاسخ خود را با پاسخ دوستان خود مقایسه کنید.

تمرین های درس سوم

1 هر یک از معادلات زیر را حل کنید.

)الف(
x x

+ =
−

1 1
5

2
)ب(	

r r
− = −

10 15 20
5

2 3

)پ( x x x
x x x

+ −
+ =

− + −
2 1 1

3 4 3
)ت(	 t + =4 3  

k)ث( k= −6 8 x)ج(	 x+ =6

)چ( x x+ − − =1 2 5 )ح(	 1 m
m

+ =
1

2  

منتشر  صفحه ای   16 ادبی  مجلهٔ  یک  ماهانه  خود،  دوستان  از  نفر  چند  همراه  به  علی   ٢
می کند. پس از تایپ مطالب، او معمولًا 2 ساعت برای ویرایش ادبی مجله وقت صرف می کند. 
اگر رضا به او کمک نماید، کار ویرایش حدود 1 ساعت و 20 دقیقه به طول می انجامد. حال 
اگر رضا بخواهد به تنهایی کار ویرایش یک شماره از مجله را انجام دهد، نیازمند چه میزان 

وقت خواهد بود؟

l زمان نوسان )یک حرکت رفت و برگشت( پاندولی به طول l متر را بر 
T

g
= π2 ٣ فرمول 

حسب ثانیه نشان می دهد. اگر هر نوسان یک پاندول 1/5 ثانیه زمان ببرد، مطلوب است محاسبهٔ 
طول آونگ. )مقدار g را برابر m /s2 9/8 قرار دهید(

4 اگر دو ماشین چمن زنی با هم کار کنند، می توانند در 4 ساعت چمن یک زمین فوتبال را 
کوتاه کنند. با فرض اینکه سرعت کار یکی از آنها دو برابر دیگری باشد، حساب کنید هر یک 

از آنها به تنهایی در چند ساعت می توانند این کار را انجام دهند؟



ترسیم های هندسی

استدلال و قضیه تالس

تشابه مثلث ها

درس دوم

درس سوم

درس اوّل

هندسه 2

ـل
ص

فـ



فصل ٢    هندسه

2

دو قسمت  به  مستقیم  دیوار  با کشیدن یک  تنها  را  مثلث شکل  زمینی  بخواهیم  کنید  فرض 
هم مساحت تقسیم نماییم. چگونه می توان این کار را انجام داد؟ 

به فاصلهٔ ثابت ٢  O درنظر بگیرید و تمام نقاطی را که  1 یک نقطهٔ ثابت در صفحه مانند 
سانتی متر از آن هستند را درنظر بگیرید. این نقاط چه شکلی را تشکیل می دهند؟ 

ترسیم های هندسی

درس اوّل

فعالیت کلاسی 
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O

P

O r

d

A B

U

V

d

P

٢ یک دایره به مرکز O و به شعاع ٢ سانتی متر بکشید و یک نقطهٔ دلخواه روی این دایره 
درنظر بگیرید. فاصلهٔ این نقطه تا مرکز دایره چقدر است؟ 

نتیجه: دایره C  (O,r) )بخوانید دایره C به مرکز O و به شعاع r( را درنظر بگیرید. هر نقطه که 
از نقطهٔ O به فاصلهٔ r باشد ……… دایره قرار دارد و هر نقطه که ……… دایره قرار دارد 

از نقطهٔ O به فاصلهٔ r است. 
٣ مانند آنچه برای نقاط روی دایره انجام داده شد یک بار برای نقاط داخل دایره و یک بار 

برای نقاط بیرون دایره نتایج مشابهی به دست آورید. 
٤ خطی مانند d درنظر بگیرید. تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ٢ سانتی متر از خط d هستند 

مشخص نمایید. این نقاط چه شکلی یا شکل هایی را تشکیل می دهند؟ 
٥ نقطهٔ P به فاصلهٔ ١ سانتی متر از خط d قرار دارد. 

الف( تمام نقاطی که به فاصلهٔ ٢ سانتی متر از نقطهٔ p هستند، مشخص نمایید. 
ب( نقاطی از خط d را که به فاصلهٔ ٢ سانتی متر از نقطهٔ P هستند، مشخص نمایید. 

 AB درنظر بگیرید. دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول پاره خط B و A ٦ دو نقطهٔ ثابت مانند
بازکرده و یک بار از نقطهٔ A و بار دیگر از نقطهٔ B و با همان شعاع قبلی کمان بزنید تا یکدیگر 

را در نقاطی مانند U و V قطع کنند. نقاط U و V چه ویژگی مشترکی دارند؟ 
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به شعاع ٤  و   A مرکز  به  بگیرید.  از هم درنظر  فاصلهٔ ٥ سانتی متر  به  را   B و   A نقاط   ٧
سانتی متر یک کمان بزنید و سپس به مرکز B و به شعاع ٣ سانتی متر کمانی دیگر بزنید تا دو کمان 

یکدیگر را در نقاطی مانند X  و Y قطع کند. 
الف( اندازهٔ اضلاع مثلث های AXB و AYB را مشخص نمایید. 

ب( توضیح دهید که چگونه می توانید مثلثی به طول ضلع های داده شدهٔ ٧ و ٥ و ٤ رسم کنید. 

A B

X

Y

 برخی خواص عمود منصف و ترسیم آن

١ــ در شکل مقابل پاره خط AB و عمودمنصف آن مشخص شده اند. نقطه ای دلخواه مانند 
W روی عمودمنصف AB درنظر بگیرید و نشان دهید W از دوسرِ AB به یک فاصله است. 

A B

w

پاره خط  آن  سر  دو  از  پاره خط  یک  عمودمنصف  روی  نقطه  هر  نتیجه١: 
. ……………

 AB W از دوسر  به گونه ای قرار دارند که  W مانند شکل مقابل  نقطهٔ  AB و  پاره خط  ٢ــ 
به یک فاصله است )یعنی AW = BW(. نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد. 
)راهنمایی: از W به A و B و به وسط AB وصل نمایید و با استفاده از همنهشتی مثلث ها 

نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد.(

A B

w

نتیجه ٢: هر نقطه که از دوسر یک پاره خط به فاصله یکسان باشد ………… 

نتیجه: از )١( و )٢( نتیجه می گیریم: هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره خط 
باشد ……………… و هر نقطه که ………………… روی عمودمنصف آن 

پاره خط قرار دارد. 

1 نقطهٔ P در صفحه مشخص شده است. چند خط می توانید بکشید که از نقطهٔ P عبور 
نمایند؟ 

٢ دو نقطهٔ A و B در صفحه مشخص شده اند. چند خط متمایز می توانید بکشید که از هر 
دو نقطهٔ A و B عبور نمایند. 

٣ به نظر شما برای اینکه یک خط مشخص شود حداقل چند نقطه از آن را باید داشته باشیم؟ 

فعالیت کلاسی

A B

P
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 رسم عمود منصف یک پاره خط داده شده

فرض کنید بخواهیم عمودمنصف پاره خط داده شدهٔ AB را رسم نماییم. 
١ــ دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول AB بازکرده و یک بار به مرکز نقطهٔ A و بار دیگر به 
همان شعاع و به مرکز B کمان بزنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند P و Q قطع کنند. 

٢ــ آیا نقاط P و Q نقاطی متعلق به عمودمنصف AB هستند؟ چرا؟ 
٣ــ آیا با داشتن نقاط P و Q می توان عمودمنصف AB را مشخص کرد؟ چرا؟ 

٤ــ حال عمودمنصف AB را رسم نمایید. 

 رسم خط عمود بر یک خط، از یک نقطۀ غیر واقع بر آن

 P ٔمانند شکل مقابل داده شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطه P ٔو نقطه d خط
بگذرد و بر خط d عمود باشد. 

١ــ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B بر خط d به گونه ای بیابید که از نقطهٔ P به یک فاصله 
باشند. 

٢ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم نمایید. 
٣ــ آیا عمودمنصف پاره خط AB از نقطهٔ P می گذرد؟ چرا؟ 

عمودمنصف پاره خط AB بر خط d ………… و از نقطهٔ …………… . 

کار در کلاس

A B

P

Q

مراحل رسم عمودمنصف یک پاره خط را توضیح دهید. 

 رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه ای روی آن

 M روی آن مانند شکل مشخص شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از M ٔو نقطه d خط
بگذرد و بر خط d عمود باشد. 

١ــ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B بر خط d بیابید به طوری که نقطهٔ M وسط A و B باشد. 
٢ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم نمایید. 

٣ــ عمودمنصف پاره خط AB خطی است که بر خط d ………… و از نقطهٔ ………… .

d
M

کار در کلاس

مراحل رسم خطی عمود بر یک خط از نقطه ای روی آن را توضیح دهید. 

d

P



درس اول    ترسیم های هندسی

5

روش رسم خط موازی بایک خط از نقطه ای غیرواقع بر آن را توضیح دهید. 

 برخی خواص نیمساز و ترسیم آن

نقطهٔ  یک   P کنید  فرض  می باشد.   VOU زاویهٔ  نیمساز   OW نیم خط  مقابل  در شکل  ١ــ 
دلخواه روی OW باشد. ثابت کنید فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ VOU یکسان است. 

)یعنی اگر از نقطهٔ P عمودهایی بر OV و OU رسم نماییم طول آنها باهم برابر است.( 

کار در کلاس

روش رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای خارج آن را توضیح دهید. 

 رسم خط موازی با خط داده شده از یک نقطۀ غیر واقع بر آن

 P ٔمانند شکل مقابل داده شده اند. می خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطه P ٔو نقطه d خط
بگذرد و با خط d موازی باشد. 

١ــ خط d1 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d موازی باشد. 
٢ــ خط d2 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d1 عمود باشد. 

٣ــ خط d2 نسبت به خط d چه وضعیتی دارد؟ چرا؟ )خط d1 را مورب درنظر بگیرید( 

d

P

کار در کلاس

O

P

V
W

U

نتیجه١: هر نقطهٔ روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه …………… .

٢ــ در شکل مقابل فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ VOU یکسان است. نشان دهید که نقطه 
P روی نیمساز زاویه قرار دارد. 

)راهنمایی: پاره خط OP و دو عمود از نقطهٔ P بر OU و OV رسم کنید و با استفاده از 
همنهشتی مثلث ها نشان دهید OP همان نیمساز زاویهٔ  UOVاست.(

O

P

u

v

نتیجه ٢: هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به فاصلهٔ یکسان باشد ……… . 
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٣ــ رسم نیمساز یک زاویه 
الف( زاویهٔ UOV را درنظر بگیرید. به مرکز O و به شعاع دلخواه کمانی بزنید تا نیم خط های 

OU و OV را در نقاطی مانند P و Q قطع کند. 

ــ طول پاره خط های OP و OQ نسبت به هم چگونه اند؟ 
ب( دهانهٔ پرگار را کمی باز کنید )بیش از نصف طول پاره خط PQ( و یک بار به مرکز P و بار 
دیگر به مرکز Q کمان بزنید تا دو کمان مانند شکل یکدیگر را در نقطه ای مانند W قطع کنند. 

طول پاره خط های PW و QW نسبت به هم چگونه اند. 
پ( پاره خط های WO، WP و WQ را رسم نمایید. دو مثلث OPW و OQW نسبت به 

هم چگونه اند؟ چرا؟ 
ــ اندازهٔ زاویه های POW و QOW نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

ــ پاره خط OW برای زاویهٔ UOV چه نوع پاره خطی است؟ 

نتیجه: از )١( و )٢( نتیجه می گیریم: هر نقطه که روی ……… یک زاویه قرار 
داشته باشد، …………………… و هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به یک 

فاصله باشد، روی …………… آن زاویه قرار دارد. 

O

W

P

Q

U

V

کار در کلاس

روش رسم نیمساز یک زاویه را توضیح دهید. 

1 الف( دو پاره خط AB و CD مطابق شکل مقابل اند. نقطه ای بیابید که از دو نقطهٔ A و 
B به یک فاصله باشد و از دو نقطهٔ D و C نیز به یک فاصله باشد.

ب( فرض کنید نقطهٔ موردنظر در قسمت )الف( را O بنامیم. اگر نقطهٔ O روی عمود منصف 
BC باشد و G دایره ای به مرکز O و به شعاع OA باشد، رئوس چهارضلعی ABCD نسبت 

به دایرهٔ G چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
2 مثلثی دلخواه رسم کنید و آنرا ABC بنامید. عمودمنصف های دو ضلع این مثلث را رسم 
کنید و نقطهٔ برخورد آنها را O بنامید. به مرکز O و به شعاع OA یک دایره رسم کنید. نقاط 

B و C نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

تمرین های درس اول

A

D C
B
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3 مثلثی دلخواه رسم کنید و آنرا ABC بنامید. نیم سازهای دو زاویهٔ این مثلث را رسم کنید 
و نقطهٔ برخورد آنها را O بنامید. از نقطهٔ O بر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی از 
 ABC دایره ای رسم کنید. اضلاع مثلث OH و به شعاع O بنامید. به مرکز H عمودها را

نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
مثلثی  است.  مفروض  مقابل  شکل  مانند  سانتی متر،   4 فاصلهٔ  به   A نقطهٔ  الف(   4

متساوی الساقین رسم کنید که یک رأس آن نقطهٔ A و یک ضلع آن برخط d منطبق باشد.
ب( مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و طول ساق آن 6 باشد.

پ( مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و مساحت آن 8cm2 باشد.

A

d
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  نسبت و تناسب

شده اید.  آشنا  آنها  ابتدایی  خواص  برخی  و  تناسب  و  نسبت  مفهوم  دو  با  قبل  پایه های  در 
می دانیم که هر دو نسبت مساوی یک تناسب تشکیل می دهند. 

نماییم، کماکان  تفریق  یا  و  تساوی جمع  با دوطرف یک  را  ثابت  مقدار  اگر یک  که  می دانیم 
تساوی برقرار خواهد بود. همچنین اگر دوطرف یک تساوی را در یک مقدار ضرب کنیم و 
یا به یک مقدار غیرصفر تقسیم نماییم، کماکان تساوی برقرار می ماند. با توجه به این مطلب 

هریک از خواص زیر را به راحتی می توان ثابت کرد. 

با فرض اینکه تمام مخرج ها مخالف صفر هستند و با توجه به نکات گفته شده در بالا هریک از 
موارد زیر را ثابت کنید. 

a )الف c
ad bc

b d
= ⇒ = )طرفین وسطین( 	

a )ب c
ad bc

b d
= ⇒ = )تبدیل حاصل ضرب به تناسب( 	

a )پ c b d
b d a c

= ⇒ = )معکوس کردن تناسب( 	

) )ت  )a c c d a b
b d a b c d

= ⇒ = = )تعویض جای طرفین با وسطین( 	

) )ث  )a c a b c d a c
b d b d a b c d

+ +
= ⇒ = =

+ +
)ترکیب نسبت در صورت یا مخرج(

راهنمایی: در قسمت )ث( برای اثبات اولین تناسب به دوطرف تساوی عدد ١ را اضافه نمایید 
و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را معکوس نمایید سپس به دو طرف عدد ١ را اضافه 

نمایید. 

) )ج  )a c a b c d a c
b d b d a b c d

− −
= ⇒ = =

− −
)تفضیل نسبت در صورت یا مخرج(

کار در کلاس

استدلال و قضیه تالس

درس دوم
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راهنمایی: در قسمت )ج( برای اثبات اولین تناسب از دو طرف تساوی عدد ١ را کم نمایید 
و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را معکوس کرده سپس از دوطرف عدد ١ را کم نمایید. 

٢ــ با توجه به خواص اثبات شده در ١ موارد زیر را کامل نمایید. 

= )الف ⇒ × = ×
5 15

5 15
14 42

         =15×              		

× )ب = × ⇒ =
3 12

3 40 12 10 		

= )پ ⇒ =
7 21 10

10 30 7
		

=, )ت  ⇒ = =
6 18 6 33

11 33 18 11
		

=, )ث ⇒ = =
4 10 18 4

14 35 14 18
		

−, )ج
= ⇒ = =

−
5 10 7 5

12 24 12 7
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استدلال، قضیه تالس و تعمیم آن

در شکل مقابل داریم D1E1||BC و D2E2||BC و D3E3||  BC. این اطلاعات را می توان به 
i≤ ≤1 3 این صورت نشان داد: DiEi||BC برای 

ــ اندازه  پاره خط های زیر را با خط کش مشخص کرده و در کسرها جایگزین کنید و نسبت های 
برابر در ستون های متمایز را مشخص نمایید.

AD

D B
1

1 		

D E

BC
2 2

		

AE

E C
1

1 	

AD

D B
2

2 		

D E
BC
3 3

		

AE
E C

3

3

AD
D B

3

3 		

D E

BC
1 1

		

AE

E C
2

2

ــ اگر پاره خط DE مانند شکل روبه رو موازی ضلع BC از مثلث ABC باشد، حدس می زنید 
نسبت کدام پاره خط ها با هم برابر باشند؟

____ = ____ = ____

تساوی  مثلث رسم شود همواره  از اضلاع  یکی  موازی  اگر خطی  نتیجه گرفت  می توان  آیا 
مشابه بالا برقرار است؟

 تالس

در پایه های قبل دیدید که نمی توان به درست بودن نتیجه ای که بر اساس مشاهدهٔ چند مورد 
به دست آمده باشد، مطمئن بود.

این نوع از استدلال که از مشاهده و بررسی موضوعی در چند حالت،  نتیجه ای کلی 
استدلال  می رسیم«،  کل  به  »از جزء  به اصطلاح  یا  می شود  گرفته  آن موضوع  در 

استقرایی نامیده می شود.

نوع دیگری از استدلال که با آن نیز در پایه های قبل آشنا شدید، براساس نتیجه گیری 
به آن استدلال  و  پذیرفته ایم  را  آنها  پایهٔ واقعیت هایی است که درستی  بر  منطقی 

استنتاجی گفته می شود. 

D1

D2

D3

E1

E2

E3

A

B

C

A

D

B C

E
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در ریاضیاتی که    تاکنون خوانده اید، با مواردی از استدلال های استنتاجی مواجه شده اید. در 
ادامه با استدلال استنتاجی نتیجه ای را که با استدلال استقرایی به دست آوردیم ثابت خواهیم 

کرد.

فعالیت کلاسی

فرض کنید مانند شکل مقابل پاره خط DE موازی ضلع BC باشد.

1 از نقطهٔ D به C و از E به B وصل کنید. مساحت های مثلث های DEC و DEB که آنها 
را با SDEC  و SDEB  نشان می دهیم، با هم برابرند. چرا؟

 AC به ضلع D بنامید.سپس از H1 عمود کرده و پای عمود را AB به ضلع E ٔ٢ از نقطه
عمود کرده و پای عمود را H2 بنامید.

ADE

DEB

EH ADS AD
S DBEH DB

×
= =

×

1

1

1
2
1
2

                                                                              ٣

ADE

DEC

DH AES AE
S ECDH EC

×
= =

×

2

2

1
2
1
2

                                                                            ٤

. چرا؟ AD AE
BD EC

= ٥ از )1( و )3( و )4( نتیجه می شود  
برخی نتایج مهم و پرکاربرد که با استدلال استنتاجی به دست می آیند، قضیه نامیده می شوند.

بین  رابطهٔ  کردید  مشاهده  که  همان گونه  که  می باشد  )توضیح(  تالس  از  قضیه ای  بالا  نتیجهٔ 
طول های پاره خط هایی که توسط خطی موازی یکی ازاضلاع مثلث، بر دو ضلع دیگر آن مثلث 

به وجود می آید را مشخص می نماید.

A

D

B C

E
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فعالیت کلاسی

.DE || BC 1 در شکل مقابل
الف( تناسب قضیهٔ تالس را بنویسید.

AD را نتیجه بگیرید. AE
AB AC

= ب( به کمک ترکیب نسبت در مخرج تناسب 
 DB EC
AB AC

= ج( به کمک تفضیل نسبت در صورت از تناسب یه دست آمده در   )ب( تناسب 
را نتیجه بگیرید.

تالس  قضیهٔ  دیگر  صورت های  )ج(  و  )ب(  در  آمده  به دست  تناسب های  که  کنید  توجه  د( 
می باشند.

ابتدا تناسب معرفی شده در  BC می باشد.  DE موازی ضلع  پاره خط  ٢ در مثلث مقابل 
تناسب های دیگری که از آن  تناسب،  به ویژگی های  با توجه  بنویسید. سپس  تالس را  قضیه 

می توان نتیجه گرفت را بنویسید.
DB BD AB
DA BA BDAD

DB AD AB
AB AD

 = = == ⇒ 
 = =

A

B

C

H

G

3

5

2

7/5

5

2X

A

B

C

X + 4

J

I

A

D

B

C

E

A

D

B

C

E

کار در کلاس 1

 HC  و AC موازی اند. اندازهٔ پاره خط های BC و GH 1 در شکل مقابل پاره خط های
را به دست آورید.

2  با تشکیل یک معادله مقدار X و سپس اندازهٔ پاره خط های AI و AJ را به دست آورید.

 تعمیم قضیه تالس
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 ٣
   AD
AB

= الف( در شکل پاره خط های DE و BC موازی اند. با توجه به قضیه تالس داریم: 1(      

             BF
BC

= ب( پاره خط EF را موازی AB رسم می کنیم. بنابراین داریم:    2(      

AD
AB AC BC

= = ج( با توجه به قسمت های )الف( و )ب( داریم:                

د( چهارضلعی DEFB چه نوع چهارضلعی است؟
BF=                            با کدام پاره خط برابر است؟ BF پاره خط

هـ( با توجه به قسمت های )ج( و )د( داریم:
AD
AB AC BC

= = )این رابطه تعمیم قضیه تالس می باشد(            

اگر جای فرض و حکم یک قضیه را عوض کنیم، آنچه حاصل می شود »عکس 
قضیه« است. عکس یک قضیه می تواند درست یا نادرست باشد.

مثال 1: 
نصف  را  یکدیگر  قطرهایش  آنگاه  باشد،  متوازی الاضلاع  چهارضلعی  یک  اگر  قضیه: 

می کنند.
عکس قضیه: اگر در یک چهارضلعی قطرها یکدیگر را نصف کنند، آنگاه آن چهارضلعی 

متوازی الاضلاع است.

A

E

C
FB

D

را  نادرستی هر عبارت  یا  BC است. درستی  با ضلع  PQ موازی  پاره خط  1 در شکل 
مشخص نمایید.

AQ (الف PQAP
PB QC BC

= =   		  (ب   
AQ PQAP

AB AC BC
= =

QCPB (پ
AP AC

= 			   QC (ت     PQPB
AB AC BC

= =

QCPB (ث
AB AC

=   			  AB (ج      AC BC
AP AQ PQ

= =

کار در کلاس 1
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یا  درست  اگرچه  باشد،  نادرست  یا  درست  دقیقاً  که  است  یک جملهٔ خبری  گزاره 
نادرست بودن آن بر ما معلوم نباشد. گزاره می تواند تنها یک خبررا اعلام کند که به آن 
گزارهٔ ساده می گویند و می تواند بیش از یک خبر را اعلام کند و ترکیبی ازچند گزارهٔ 
ساده باشد که به آن گزارهٔ مرکب می گویند؛ مثلاً گزاره های »فردا سه شنبه است« و 
»ده عددی فرد است«، هر کدام یک گزارهٔ ساده است و »فردا سه شنبه است و ده 

عددی فرد است« یک گزارهٔ مرکب است.

A

D

B

C

E

ــ با توجه به این مثال جاهای خالی را پر کنید.
مثال 2: 

قضیه: اگر دو ضلع از یک مثلث با هم برابر باشند،  آنگاه ارتفاع های وارد بر آن دو ضلع نیز 
با هم برابرند.

AB=AC:فرض

′BH=CH:حکم

عکس قضیه: اگر دو ارتفاع از یک مثلث با هم برابر باشند،  آنگاه اضلاع نظیر به آن ارتفاع ها 
نیز با هم برابرند.

′BH=CH:فرض

AB=AC:حکم

مثال 3: در قضیهٔ تالس فرض و حکم به صورت زیراند.
DE || BC :فرض

AD AE
DB EC

= حکم: 
لذا عکس قضیه تالس به صورت زیر می باشد:

AD AE
DB EC

= فرض: 
DE || BC  :حکم

 AB مانند شکل پاره خط های DE به عبارت دیگر عکس قضیه تالس می گوید هرگاه پاره خط
، در این صورت پاره خط  AD AE

DB EC
= و AC را به گونه ای قطع کرده باشد که داشته باشیم 

DE موازی پاره خط BC می باشد. به نظر شما عکس قضیه تالس درست است یا نه؟ کمی بعد 

به بررسی این مسئله خواهیم پرداخت.
معمولاً برای نوشتن عکس قضیه، قسمت اصلی فرض با حکم جابه جا می شود و قسمت هایی 
از فرض ممکن است هم در قضیه و هم درعکس آن ثابت باشند؛ مثلاً در مثال قبل مثلث بودن 

ABC هم در خود قضیه و هم در عکس آن جزء مفروضات است.

A

B C

HH′
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مثال:
الف( جمله های زیرگزاره اند:

ــ علی به مدرسه آمد.
ــ 23 عددی اول است.

ــ 0<100
ــ عدد اول زوج وجود ندارد.

ب( موارد زیر گزاره نیستند:
ــ چه رنگ زیبایی!	

ــ آیا قطرهای لوزی بر هم عمودند؟
ــ از روی صندلی بلند شو.	

ــ شاعران فارسی زبان افراد خوبی هستند.
ــ آیا عدد 43 اول است؟

ــ یک مثلث متساوی الساقین رسم کنید.	

یا  یا درست است و  نقیض یک گزاره: همان طورکه گفته شد، ارزش یک گزاره 
نادرست. 

نقیض یک گزاره مانند مثال های زیر ساخته می شود و ارزش آن دقیقاً مخالف ارزش 
خود گزاره است.

مثال:
الف( گزاره: »23 عددی اول است«

اول  عددی   23« با  است  معادل  که  باشد.«  اول  عددی   23 که  نیست  »چنین  آن:  نقیض 
نیست.«

ب(گزاره: »a از b بزرگ تر است.«
نقیض گزاره: »چنین نیست که a از b بزرگ تر باشد.« که معادل است با »a از b بزرگ تر 

نیست.« و معادل است با »a یا کوچک تر از b است و یا با b برابر است.«
پ( گزاره: »هر صندلی، چهار پایه دارد.«

با  است  معادل  که  باشد.«  داشته  پایه  چهار  صندلی  هر  که  نیست  »چنین  گزاره:  نقیض 
»صندلی ای وجود دارد که چهار پایه ندارد.«

ت( گزاره: »یک مثلث وجود دارد که مجموع زوایای داخلی آن برابر °180 نیست.« 
نقیض گزاره: »چنین نیست که یک مثلث وجود داشته باشد که مجموع زوایای داخلی آن 

°180 نیست«. که معادل است با »هر مثلثی مجموع زوایای داخلی اش °180 است«.

ث( گزاره: »هیچ کتابی بی ارزش نیست«.
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B )حکم( ⇒ A )فرض( :مسئله
اثبات به روش برهان خلف:

A

B







و⇒ … ⇒ … ⇒ … ⇒
درست

نادرست استدلال، منطق و حقایق

A 1 درست نیست
2    تناقض منطقی

	
طبق   B نادرستی  صورت  در  زیرا  است.  درست   B حکم  می گیریم  نتیجه  پس 
استدلال فوق به یکی از نتایج 1 یا 2 می رسیم که هیچ کدام نمی تواند اتفاق بیفتد.

n∈ و n2 عددی فرد باشد، آن گاه n نیز عددی فرد است. مثال: اگر 
حل:

 n عددی فرد نباشد. لذا n با استفاده از برهان خلف فرض کنیم حکم مسئله غلط باشد یعنی
عددی زوج خواهد بود و می توان نوشت n=2k به طوری که k یک عدد طبیعی باشد.

بنابراین n2=4k2=2(2k2) که عددی زوج است و با فرض مسئله در تناقض می باشد. لذا از 
ابتدا n نمی توانست عددی زوج باشد.

 AB آن گاه ،BD ≠ DC باشد. اگر ABC از مثلث A  ٔنیمساز زاویه AD مثال: فرض کنیم
.≠ AC

حل:
با استفاده از برهان خلف فرض می کنیم حکم غلط باشد.

ABD )چرا؟(. از این  AC D
∆ ∆

≅ بنابراین داریم AB = AC در این صورت خواهیم داشت 
BD = DC، که با فرض مسئله در تناقض است. لذا از ابتدا  همنهشتی نتیجه خواهد شد 

.AB ≠ AC غلط بوده است. بنابراین AB = AC فرض

A

B D
C

1 2

نقیض گزاره: »چنین نیست که هیچ کتابی بی ارزش نیست«. که معادل با »کتابی وجود دارد 
که بی ارزش است«. 

غیر  برهان  می شود،  برده  به کار  هندسی  و  ریاضی  مسائل  در  که  استدلال  از  نوعی 
مستقیم یا برهان خلف است. بدین صورت که به جای اینکه به طور مستقیم از فرض 
شروع کنیم و به درستی حکم برسیم، فرض می کنیم حکم درست نباشد )فرض خلف( 
و به یک تناقض یا به یک نتیجهٔ غیرممکن می رسیم و به این ترتیب فرض خلف باطل 

و درستی حکم ثابت می شود.
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D

B

C

E
E′

A

حال می خواهیم با استفاده از برهان خلف درستی عکس قضیه تالس را ثابت کنیم.

باشیم  داشته   ABC مثلث  در  مقابل  شکل  مانند  اگر  تالس:  قضیۀ  عکس 

. ||DE BC ، آن گاه  AE AD
EC DB

=

 . ||DE BC اثبات: با استفاده از برهان خلف فرض می کنیم حکم مسئله غلط باشد یعنی 
لذا از نقطهٔ D خطی موازی BC رسم می کنیم تا AC را در نقطه ای مانند ʹE قطع کند. طبق 

 . AE AE
EC E C

′= ′ به فرض مسئله خواهیم داشت  با توجه  و   AE AD
E C DB

′ =′ تالس داریم  قضیهٔ 

AE و در نتیجه ʹAE = AE . این یعنی نقطهٔ  AE
EC AC

′= حال با ترکیب نسبت در مخرج داریم 
E بر ʹE منطبق است و لذا ʹDE همان DE است و این یک تناقض است زیرا DEʹ||BC و 
 . بنابراین از ابتدا فرضِ غلط بودن حکم نادرست بوده است و حکم نمی تواند غلط  ||DE BC

. DE||BC باشد یعنی

 قضیه های دو شرطی

همان گونه که دیدیم، قضیهٔ تالس و عکس آن هر دو درست اند، بنابراین به طور مثال برای مثلثی 
ABC در شکل مقابل می توان آنها را به صورت زیر بیان کرد: 

∆
مانند 

AD و برعکس. AE
DB EC

= اگر D E   ||BC ، آن گاه 

چنین قضیه هایی را قضیه های دو شرطی می نامیم. قضیه های دو شرطی را می توان با نماد 
⇔1 )اگر و تنها اگر( بیان کرد؛ به طور مثال قضیهٔ فوق و عکس آن را می توان به صورت زیر 

بیان کرد:
فرض کنیم ABC یک مثلث و نقاط D و E به ترتیب روی AB و AC باشند. در این صورت 

. AD AE
DB EC

=  ⇔ DE||BC

در ادامه مثال هایی از قضایای دو شرطی ملاحظه خواهید کرد.

مثال: در یک مثلث دو ضلع برابرند، اگر و تنها اگر زاویه های روبه رو به آنها باهم برابر باشند.

مثال: در یک مثلث متساوی الاضلاع یک پاره خط نیمساز است، اگر و تنها اگر میانه باشد. 

1ــ این نماد نشان دهندهٔ آن است که هر کدام از طرفین می توانند طرف دیگر را نتیجه دهند، لذا یا هر دو طرف درست اند و یا هر 
دو طرف نادرست اند.

A

C

E

B

D
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مثال نقض
نوع دیگری از استدلال که در پایه های قبل نیز تا حدودی با آن آشنا شده اید، استدلال با مثال 
نقض است. اگر فردی ادعا کند که »همهٔ اعداد فرد، اول اند« این یک حکم کلی در مورد تمام 
اعداد فرد است و ارائه عدد 9 به عنوان عددی که فرد و غیر اول است برای رد این ادعا کافی 
است. به چنین مثالی که از آن برای رد یک حکم کلی استفاده می شود، مثال نقض می گوییم.
به عنوان مثالی دیگر؛ فرض کنیم فردی ادعا کند که »هیچ فرد ایرانی ای تا به حال مدال فیلدز2  
نگرفته است«. در این صورت شما برای رد ادعای او چه می توانید بگویید. اگر شما حتی یک 
فرد ایرانی که مدال فیلدز گرفته است را برای او مثال بزنید در این صورت ادعای او باطل شده 

است و در واقع شما با استفاده از یک مثال نقض ادعای او را باطل کرده اید.
با دقت در ادعای مطرح شده خواهید دید که کلمهٔ »هیچ« در این حکم باعث می شود که این 
ادعا یک حکم کلی برای تمام اعضای یک مجموعه )که در اینجا مجموعهٔ افراد ایرانی است( 
باشد. در چنین مواقعی که حکمی کلی برای تمام اعضای یک مجموعه بیان می شود. آوردن 
یک مثال نقض کافی است تا آن حکم رد شود و به عبارتی غلط بودن آن حکم اثبات گردد. در 

ادامه نمونه هایی از حکم های کلی آورده شده اند.
الف( همهٔ اعداد اول فردند. )حکم کلی در مورد تمام اعداد اول(

تمام  دربارهٔ  کلی  )حکم  است.«  برابر  باهم  قطرها  اندازهٔ  متوازی الاضلاع  هر  »در  ب( 
متوازی الاضلاع ها(

پ( »به ازای هر عدد طبیعی n، مقدار عبارت n2+n+41 عددی اول است.« )حکم کلی در 
مورد تمام اعداد طبیعی(

دربارهٔ درستی یا نادرستی حکم »الف« چه حدسی می زنید؟ چگونه می توانید حدس خود را 
ثابت نمایید؟

می دانیم که 2 یک عدد اول و زوج است. بنابراین حکم کلی »الف« با ارائهٔ همین مثال نقض 
آیا  می زنید؟  »پ« چه حدس هایی  و  »ب«  نادرستی حکم های  یا  درستی  دربارهٔ  می شود.  رد 

می توانید برای آنها مثال نقض بیاورید و آنها را باطل کنید؟
نادرستی آن حکم چه  یا  بیاوریم، دربارهٔ درستی  نتوانیم مثال نقض  برای یک حکم کلی  اگر 

می توان گفت؟
برای  بپذیریم؟  را  آن  باید درستی  بیاوریم،  مثال نقض  نتوانیم  برای رد یک حکم کلی  اگر  آیا 
قسمت )ب( مثال نقض وجود ندارد اما این برای پذیرش این حکم کافی نیست و باید توجه 
کرد که »برای نشان دادن درستی یک حکم کلی باید اثبات ارائه نماییم.« دربارهٔ گزینهٔ 

1ــ مدال یا نشان فیلدز )Fields medal( جایزه ای است که به ابتکار ریاضی دان کانادایی جان چارلز فیلدز هر چهار سال یک بار 
به ریاضی دانان جوان )کمتر از چهل سال( که کار ارزنده ای در ریاضی انجام داده باشند، تعلق می گیرد. از آنجا که در رشتهٔ ریاضی 
جایزهٔ نوبل اهدا نمی شود، این جایزه را »نوبل ریاضیات« می خوانند. و در سال 2014 به ریاضی دان ایرانی خانم مریم میرزاخانی 

تعلق گرفت.
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)پ( چه می توان گفت؟
اگر درستی یا نادرستی یک حکم کلی را نتوانیم اثبات کنیم و برای رد آن، مثال نقض نیز نتوانیم 

ارائه دهیم، نمی توان دربارهٔ درستی یا نادرستی آن حکم کلی نتیجه ای گرفت.

تمرین های درس دوم

1 در شکل مقابل مساحت مثلث قائم الزاویهٔ ABC را به دو روش محاسبه کنید و از تساوی 
دو عبارت به دست آمده برای مساحت مثلث، یک تناسب به دست آورید.

a برابر با چه عددی است؟
b

٢ در هر مورد زیر مشخص کنید نسبت 

a )الف b
a b

=
+ +10 8

a )ب	 b
a b

+ +
=

+ +
3 10 3 7

10 2 7 2
	

٣ حکمی ارائه کنید که درست نباشد ولی بتوان برای توجیه آن استدلال استقرایی آورد. 
استدلال استقرایی موردنظرتان را بیان نمایید.

٤ در شکل مقابل  PQ   ||BC، طول پاره خط های AP و PQ را به دست آورید.

٥ در شکل مقابل  ST   ||BC، مقادیر x و y را به دست آورید.

AS BT
SD TC

= ٦ در ذوزنقه مقابل AB   ||ST   ||DC، ثابت کنید: 
)راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(

A

B C

A

P Q

B C
9

3

2

6

A

T

S

B
C

4

8

6

6

y +3 3

x +4 1

A

S T

D

B

C



20

فصل ٢    هندسه

٧ در هر مورد با عوض کردن جای فرض و حکم عکس آنچه داده شده است را بنویسید. 
الف( اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود.

ب( اگر در یک چهارضلعی اضلاع روبه رو موازی باشند، در اینصورت زوایای مقابل برابرند. 
ج( اگر رأس های یکی چهارضلعی روی یک دایره قرار داشته باشند، در اینصورت زوایای 

مقابل آن چهارضلعی مکمل اند.
د( در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، »ضلع متناظر به ارتفاع بزرگ تر« کوچک تر است 

از »ضلع مقابل به ارتفاع کوچک تر«. )راهنمایی: شکل بکشید و به زبان ریاضی بنویسید(
٨ گزاره بودن یا نبودن و دلیل آنرا در هر مورد مشخص نمایید.

ب( آیا 5 عددی اولی است؟ الف( چه کوه بلندی!	
ت( قد هیچ انسانی از 2 متر بلندتر نیست. پ( 7=4	

ج( هر مثلث 4 رأس دارد. ث( ثابت کنید عدد 3 فرد است.	
٩ نقیض هر یک از گزاره های زیر را بنویسید.

ب( هیچ مثلثی با سه ضلع نابرابر وجود ندارد. الف( 4>7	
ت( تمام والیبالیست ها از تمام فوتبالیست ها  	17 ≥ پ( 8

بلندترند.
10 با برهان خلف ثابت کنید نمی توان از یک نقطهٔ غیرواقع بر یک خط دو عمود بر آن خط 

رسم کرد.
11 هر یک از حکم های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.

الف( هیچ عدد اولی که بزرگ تر از 127 باشد وجود ندارد.
ب( مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.

پ( در هر مثلث اندازهٔ هر ضلع از اندازهٔ هر ارتفاع بزرگ تر است.
ت( در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع برهم منطبق اند.
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 AʹBʹC   و ABC به مفهوم تشابه دو مثلث  با توجه  با مفهوم تشابه آشنا شدید.  پایهٔ نهم  در 
متشابه هستند هرگاه زوایای متناظر باهم برابر باشند و نسبت اضلاع متناظر در دو مثلث یکسان 

باشد؛ یعنی

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A B B C C

ABC A B C

AB AC BC
A B A C B C

∆ ∆


′ ′ ′= = =

′ ′ ′ ⇔ 


= = ′ ′ ′ ′ ′ ′

 و
و و

A

B C

A′

B′ C′

در این صورت نسبت اضلاع متناظر در دو مثلث را نسبت تشابه دو مثلث می نامیم. مثلاً اگر 

است.  متشابه   ، 2
3

تشابه  نسبت  با   AʹBʹC   مثلث با   ABC مثلث  گوییم  باشد   AB
A B

=′ ′
2
3

، متشابه خواهد بود. 2
3

در این صورت مثلث   AʹBʹC  با مثلث ABC با نسبت تشابه 

قضیه اساسی تشابه مثلث ها
ضلع  دو  مثلث  اضلاع  از  یکی  موازی  خطی  اگر 
کوچکی  مثلث  این صورت  در  کند  قطع  را  دیگر 
متشابه  اولیه  بزرگ  مثلث  با  می آید  به وجود  که 

است.

اثبات: 
ˆ )چرا؟( ˆD B= ˆ و  ˆE C= 1ــ داریم 

بنابراین زاویه های دو مثلث نظیر به نظیر باهم برابرند.

A

D

B C

E

تشابه مثلث ها

درس سوم
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AD DE
AC

= =
…

…… 2ــ با توجه به قضیه تالس داریم:	
3ــ با توجه به )1( و )2( و تعریف تشابه داریم:

	ADE ABC
∆ ∆

 	
با توجه به قضیهٔ اساسی تشابه مثلث ها که بیان شد می توان سه قضیهٔ بعد را که حالت های تشابه 
دو مثلث را بیان می کنند اثبات کرد. از آنجا که اثبات این قضیه ها مد نظر نمی باشد در ادامه 

تنها صورت آنها بیان شده است. 

قضیه 1: هرگاه دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشند، دو مثلث 
متشابه اند.

A

B C

A′

B′ C′

	 ˆ ˆ ˆ ˆ( )A A B B ABC A B C
∆ ∆

′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ 

و 	

متناسب  مثلث دیگر  از  اندازه های دو ضلع  با  اندازه های دو ضلع  قضیه 2: هرگاه 
باشند و زاویهٔ بین آنها هم اندازه باشند، دو مثلث متشابه اند.

ˆ ˆ, 

AB AC A A ABC A B C
A B A C

∆ ∆ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ′ ′ ′ ′ 
	

قضیه 3: هرگاه اندازه های سه ضلع از مثلثی با اندازه های سه ضلع از مثلث دیگر 
متناسب باشند، دو مثلث متشابه اند.



AB AC BC ABC A B C
A B A C B C

∆ ∆
′ ′ ′= = ⇒′ ′ ′ ′ ′ ′ 	
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.BC   ||DE برابر 45 سانتی متر است و CE 1 درشکل مقابل اندازهٔ پاره خط
اندازهٔ پاره خط های DE و CA را به دست آورید

کار در کلاس

A

C

B

E

D22

18
33

21

مورد  در  باشند،   ABC مثلث  مطابق شکل وسط های اضلاع   M و   N و   P نقاط  اگر   ٢
مثلث های ABC و MNP چه می توان گفت؟

M

B P

C

N
2 2

2

3
3

3

1 1

1

A

حل:
MP   || AC چرا؟ NP  || AB	 و 	 الف( MN   || BC	 و 	

)چرا؟( ˆ ˆ ˆN P B= =1 3 و ˆ ˆ ˆM P C= =1 2 ب( بنابراین 
از )ب( در مورد مثلث های مورد نظر چه نتیجه ای می توان گرفت؟

ABC A B C
∆ ∆

′ ′ Aبه گونه ای باشند که ′ B C
∆

′′ ′′ ′′ Aو B C
∆

′ ′ ′ ABCو
∆

٣  اگر سه مثلث 

A چه می توان گفت؟ چرا؟ B C′′ ′′ ′′ ، در مورد دو مثلث ABC و  A B C A B C
∆ ∆

′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ و
 

 برخی روابط طولی در مثلث قائم الزاویه:

فعالیت کلاسی

بر وتر آن  AH ارتفاع وارد  قائم الزاویه و  ABC مانند شکل یک مثلث 
∆

فرض کنید مثلث 
باشد.

1 نشان دهید دو زاویه از مثلث AHC با دو زاویه از مثلث ABC برابرند و نتیجه بگیرید 

	 ABC AHC
∆ ∆

	

A

C
HB
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٢  نشان دهید دو زاویه مثلث AHB با دو زاویه از مثلث ABC برابر است و نتیجه بگیرید 

ABC AH B
∆ ∆

	
٣  از )1( و)2( در مورد مثلث های AHC و AHB چه نتیجه ای می گیرید؟

نتیجه: در هر مثلث قائم الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، دو مثلث قائم الزاویه به وجود 
می آورد که با هم و با مثلث اصلی متشابه اند.



AH AC HCABC AHC AC
∆ ∆

⇒ = = ⇒ = ⋅⋅ ⋅× ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

2   		  ٤



AH AB HBABC AH B AB
∆ ∆

⇒ = = ⇒ = ⋅⋅ ⋅× ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

2   		  ٥



AH AC HCAH B AHC AH
∆ ∆

⇒ = = ⇒ = ⋅⋅ ⋅× ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

2  		  ٦
٧  با جمع طرفین روابط 4 و 5 رابطهٔ فیثاغورس را برای مثلث ABC بنویسید.

BC   2=……+……               					      	
٨ مساحت مثلث ABC به دو طریق محاسبه کنید و با توجه به آن تساوی زیر را کامل نمایید.
AB×……= AH× ……     	

کار در کلاس

درمثلث قائم الزاویه مقابل در هر مورد سعی کنید با کمترین محاسبه ممکن از داده ها استفاده 
کنید و مقادیر خواسته شده را به دست آورید.

e  =? 	d  =7 	h  =5 	 1
	c  =? 	b  =? 	e  =3 	d  =5 	 2

h  =? 	b=6 	c  =8 	 3

A

B C
d e

bc
h

تمرین های درس سوم

1 در هر قسمت تشابه مثلث ها را ثابت کنید و مقادیر x و y را مشخص نمایید.

الف(	                                                        ب(

a

x
b

c

a2

b2

c2

020

060x

C

4

6

3

2

2/5
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پ(

٢ در مثلث قائم الزاویهٔ روبه رو در هر حالت، اندازه پاره خط خواسته شده را به دست آورید.
AC = ? و AB= ? و AH = ? و BH = 9 و BC =10 )الف

AB = ? و AH= ? و BC = ? و CH = 2 و AC =5 )ب
AH= ? و BC = ? و AC = 6 و AB = 8 )پ

AC = ? و BC= ? و BH = ? و AH = 6 و AB =12 )ت

٣ شکل مقابل مستطیلی به طول 12 است. اگر از نقطهٔ A عمودی بر قطر BD رسم کنیم 
اندازهٔ عمود رسم شده، طول قطر  برابر 11 است.   BH بنامیم طول   H و پای این عمود را 

مستطیل و اندازهٔ عرض مستطیل را محاسبه نمایید.

٤ بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع 60 متر قرار گرفته است )مانند شکل( فردی 
که در طرف دیگر رودخانه است می خواهد فاصلهٔ خود را تا پایه نورافکن محاسبه نماید. برای 
این کار چوبی به طول یک متر را روی زمین قرار می دهد و مشاهده می نماید که طول سایهٔ 

چوب برابر 5 متر است. فاصلهٔ این مزد تا پای نورافکن چقدر است؟

A

B
C

D

E

x

y

4

16

12

20
3

A

B

C
12

15

9

A B

CD

12

m60

m5

m1
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٥ )تمرین 8 صفحه 44 از کتاب هندسه پایهٔ دهم رشته ریاضی(
با قضیه فیثاغورس آشنا شوید. این قضیه می گوید اگر زاویهٔ A از مثلثی مانند ABC، قائمه 

.a2 = b2 + c2 باشد، آنگاه
الف( عکس این قضیه را بنویسید.

ب( با انجام مراحل زیر نتیجه بگیرید که عکس قضیه فیثاغورس نیز درست است.
اندازهٔ طول های  بین   .a2  = b2  + c2 رابطهٔ  و  داده شده است   ABC مثلث  کنیم  1ــ فرض 

اضلاع آن برقرار است.
 Â′ = 90 2ــ پاره خط های ′A′B و ′ A′C را مطابق شکل مقابل به گونه ای درنظر بگیرید که 

. A′B′ =AB و A′C ′ =AC و
3ــ با استفاده از قضیه فیثاغورس در مثلث ′   A′B′C، اندازه پاره خط ′  B′C  را به دست آورید 

.B′C ′ =BC و ثابت کنید
. Â = 90 ABC و نتیجه بگیرید  A B C

∆ ∆
′ ′ ′≅ 4ــ توضیح دهید چرا 

ج( قضیه فیثاغورس و عکس آن را به صورت یک قضیهٔ دو شرطی بیان نمایید.

٦ در شکل زیر دو مثلث قائم الزاویه مشاهده می کنید. نسبت محیط ها و مساحت های آنها 
را به دست آورید.

B

A C

c
a

b

A′

B ′

C ′

A

B
C D

E

5

15

٧ دو مثلث دلخواه به  نام های ABC و ′   A′B′C را به گونه ای درنظر بگیرید که متشابه با 

و   AH ارتفاع های   . AB AC BC
K

A B A C B C
= = =

′ ′ ′ ′ ′ ′
باشیم  داشته  و  باشند   K تشابه  نسبت 
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′A′H را در دو مثلث رسم نمایید.
الف( ثابت کنید مثلث های AHB و ′A′H′B متشابه اند.

AH را به دست آورید.
A H′ ′

ب( نسبت 

ABC را محاسبه کنید.

A B C

S
S ′ ′ ′

پ( نسبت مساحت های 
ت( نسبت محیط های دو مثلث ABC و ′   A′B′C را به دست آورید.

٨ دو n ضلعی دلخواه را به گونه ای در نظر بگیرید که متشابه با نسبت تشابه K باشند ورئوس 
آنها را به دلخواه نام گذاری نمایید.

الف( نسبت محیط های دو n ضلعی را به هم محاسبه نمایید.
محاسبهٔ  برای  )راهنمایی:  نمایید.  محاسبه  هم  به  را  ضلعی   n دو  مساحت های  نسبت  ب( 
مساحت هر کدام از چند ضلعی ها می توانید یک رأس را به تمام رئوس غیرمجاور با آن رأس 

وصل نمایید و به جای مساحت n ضلعی مساحت مثلث های ایجاد شده را محاسبه نمایید.(	

A

BC

A′

C ′ B ′
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وارون یک تابع و تابع یک به یک 

اعمال جبری روی توابع

درس دوم

درس سوم

درس اوّل
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 نکاتی دربارۀ تابع

در سال گذشته با تعریف تابع آشنا شدید.
1ــ الف( در شکل مقابل نمودار یک تابع را رسم کنید.

ب( چرا شکلی که رسم کرده اید، یک تابع است؟
چون هر خط موازی محورِ ..........، نموداری را که رسم کرده ام، حداکثر در 

....... نقطه قطع می کند. 
پ( در همان شکل، با رنگی متفاوت شکلی رسم کنید که تابع نباشد.

2ــ تابعی در شکل مقابل رسم کنید که از سه نقطهٔ آبی داده شده بگذرد.

3ــ در شکل داده شده، تابع با ضابطهٔ f  (x)=x2 در محدودهٔ 
-2 ≤ x ≤ 2 ٔ0 رسم شده است. این تابع را در محدوده ≤ x ≤ 2

رسم کنید. 

اگر تابعی داشته باشیم، گاهی تنها نیاز به مطالعهٔ بخش خاصی از نمودار آن تابع داریم. در این حالت تنها به بخش خاصی از دامنهٔ آن اشاره 
می کنیم. برای مثال با اینکه می دانیم که )در بعضی از نقاط کرهٔ زمین( رابطهٔ جرم)m( و وزن)w( به صورت w   =9/8  m است ولی واضح است 
که برای بررسی این تابع نیاز به بررسی همهٔ نقاط دامنهٔ آن نداریم، بلکه کافی است دامنهٔ این تابع را در محدودهٔ همهٔ اعداد نامنفی در نظر بگیریم. 
بنابراین برای مشخص کردن یک تابع، نیاز به دانستن دامنۀ تابع و ضابطۀ آن داریم. بنا به قرارداد، اگر ضابطهٔ تابعی داده شده باشد اما 

دامنهٔ آن صریحاً گفته نشده باشد، بزرگترین دامنهٔ ممکن را برای آن در نظر می گیریم.
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کار در کلاس

1 ضابطهٔ یک تابع f    (x)=|x  |+1 است. نمودار آن را در هر یک از حالات داده شده، به ترتیب از چپ به راست، رسم کنید. 
} است.  }−    1 الف( دامنهٔ این تابع 

] است. , ) [ , )−10 2 3 ب( دامنهٔ این تابع 

2 با توجه به نمودارهای داده شده، دامنه و ضابطهٔ توابع زیر را بنویسید.

( )f x x= +
1

1
2

  دامنۀ تابع:	           دامنۀ تابع:                  دامنۀ تابع:
ضابطۀ تابع: ضابطۀ تابع: ضابطۀ تابع:
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  توابع گویا

حسین که در پایهٔ یازدهم درس می خواند، در روستای کوچکی زندگی می کند. روستایی که 
در چند کیلومتری یکی از جاده های پر تردد ایران است. مردم این روستا تا چند سال پیش 
به کشاورزی و باغداری مشغول بودند، اما چند سالی است که دیگر در این روستا به دلیل 
مشکلات کم آبی، کشاورزی رونقی ندارد و در نتیجه مردم روستا از درآمد کافی برخوردار 
نیستند. حسین تصمیم گرفت این وضع زندگی را تغییر دهد. برای این منظور با خود اندیشید 
که باید فضای روستا را زیباتر کند و با تبلیغاتی مناسب بخشی از مردمی که قصد گردشگری 
دارند و در تردد بین جادهٔ اصلی کنار روستا هستند را به آنجا بکشاند. این گردشگران برای 
به این  برانگیز یک زندگی روستایی هزینه خواهند پرداخت و  پذیرایی محلی و تجربهٔ چالش 

ترتیب چرخهٔ اقتصادی مردم روستا پر رونق خواهد شد. 
پس از چند هفته تحقیق و پرس و جو، حسین به این نتیجه رسید که برای شروع این کار به 
حدود ده میلیون تومان نیاز است و البته او به تنهایی این پول را نداشت. برای همین تصمیم 
گرفت ایدهٔ خود را با دیگران مطرح کند و از آنها هم برای این کار مفید که )هم خیر دنیا دارد 
و هم خیر آخرت(، یاری بخواهد. به این ترتیب افراد روستا می توانستند به نسبت مساوی از 

پس انداز خود در به وجود آوردن یک کار اقتصادی سهیم باشند. 

1 از 
1

1ــ الف( اگر حسین تنها شخص شرکت کننده در این طرح بود، او به تنهایی می بایست 
1

2
ده میلیون تومان را بپردازد، اما اگر داوطلب دیگر هم پیدا می شد، حسین و او هر کدام باید 

از ده میلیون تومان را بپردازند. جدول زیر را کامل کنید.

تعداد افراد داوطلب10987654321

1

2
سهم مشارکت هر داوطلب1

باشد،  نفر   n کنند،  شرکت  اقتصادی  کار  این  در  می خواهند  که  داوطلبانی  تعداد  اگر  ب( 
حسب  بر  پول،  مقدار  چه  داوطلب  هر  باید  که  می کند  مشخص  زیر  رابطهٔ  دو  از  کدام یک 

فعالیت کلاسی

آشنایی با برخی از انواع توابع

درس اوّل
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ده میلیون تومان، بپردازد؟

= سهم مشارکت هر داوطلب
1

n = سهم مشارکت هر داوطلب	
1

n

f    (x) = … پ( رابطهٔ سهم مشارکت هر داوطلب، یک تابع است. ضابطهٔ این تابع چیست؟

2ــ در شکل، بخشی از نمودار تابع سهم مشارکت رسم شده 
است. این نمودار چه چیز را نشان می دهد؟

داوطلب  هر  مشارکت  داوطلبان، سهم  تعداد  افزایش  »با  الف( 
کاهش  افزایش  می یابد.«

داوطلب  هر  مشارکت  سهم  داوطلبان،  تعداد  کاهش  »با  ب( 
کاهش  افزایش  می یابد.«

فعالیت کلاسی
1
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2 عبارت زیر را کامل کنید.

( ) =
1

f x
x

) باشد، بنابراین نمودار تابع  ) =
1

f x
x

1 نمی تواند …… باشد، پس …… نمی تواند در دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 
x

چون مخرج کسر 
محور طول ها  عرض ها  را قطع نمی کند.

) برای دو دامنهٔ متفاوت رسم شده است. مشخص کنید که هر کدام از این نمودارها، با  ) =
1

f x
x

1 در نمودارهای زیر تابع با ضابطهٔ 
کدام دامنه مطابقت دارد؟

| )الف = ∈ 
 

1
 fD n

n

} )ب }( ) ,fD n
n n

− = − ∈ 
 

  

1 1
0

} )پ }= − 0fD
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از  کاربردی  رودخانه،  آلودگی 
توابع گویا

آلودگی های  از  درصد   x پاکسازی  هزینهٔ 
با  تابع  با  رودخانه ای  صنعتی  و  شهری 
می شود  محاسبه  ( ) x

p x
x

=
−

255
100

ضابطهٔ 
هزینهٔ   p  (x) و  آلودگی  درصد   x آن  در  که 

پاک سازی بر حسب میلیون تومان است. 
الف( جدول داده شده را کامل کنید.

از  درصدی  چه  تومان  میلیارد  یک  با  ب( 
آلودگی های این رودخانه پاکسازی خواهد 

شد؟
از  درصد   100 که  ندارد  امکان  چرا  پ( 

آلودگی های این رودخانه پاکسازی شود؟ 

3 با نگاهی دوباره به صفحهٔ قبل و تابع سهم مشارکت به سؤالات زیر پاسخ دهید.
الف( اگر پنجاه نفر بخواهند سهم مشارکت داشته باشند، سهم هر داوطلب چقدر می شود؟ 

ب( اگر صد نفر بخواهند سهم مشارکت داشته باشند، سهم هر داوطلب چقدر می شود؟
پ( اگر هزار نفر بخواهند سهم مشارکت داشته باشند، سهم هر داوطلب چقدر می شود؟

ت( آیا ممکن است تعداد افرادی که بخواهند در این طرح شرکت کنند آنقدر زیاد باشد که سهم 
مشارکت هر داوطلب صفر شود؟

ث( چه نتیجه ای می گیرید؟
4 جاهای خالی را پر کنید.

) نمی تواند شامل هیچ نقطه ای با طول ……… باشد، پس  ) =
1

f x
x

تابع با ضابطهٔ  نمودار 

) محور طول ها  عرض ها  را قطع نمی کند. ) =
1

f x
x

نمودار تابع 
5 آیا نمودار این تابع را بدون اینکه قلم را از روی کاغذ برداشت و تنها با یک حرکت قلم 

می توان رسم کرد؟ چرا؟

) نوشت به طوری که p(x) و  )( )
( )

p x
f x

q x
= به تابعی که ضابطه اش را بتوان به صورت 

q  (x) دو تابع چند جمله ای باشد و   q  (x)≠0 )یعنی  q  (x) چندجمله ای صفر نباشد(، 
تابع گویا می گویند.

همهٔ توابع f    (x) که ضابطه شان را بتوان به صورت یک عبارت گویا )که در سال پیش با آن آشنا 

و همچنین توابع  ( )f x
x

=
1 شدید،( بیان کرد، مثال هایی از توابع گویا هستند. تابع با ضابطهٔ 

زیر نمونه ای از توابع گویا هستند.

( ) x
f x

x
=

+5
	 ( )

( )( )
x

f x
x x

+
=

+ −
3

1 2 		
( )f x

x
=

+2

1

1
	 ( )f x

x
=

−2

6

1 		

( )f x x= 5 	f    (x)=2

9070503010x

p  (x)

کار در کلاس

بررسی عملکرد موفقیت، کاربردی از توابع گویا 
آزاد«  پرتاب های  بررسی »عملکرد  بازیکن بسکتبال،  بررسی موفقیت یک  از معیارهای  یکی 
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اوست. برای این کار برای هر بازیکن، نسبت پرتاب های آزاد موفق به همهٔ پرتاب های آزاد 
را حساب می کنند. شبنم که در تیم بسکتبال است، یک بازیکن موفق است زیرا تا اینجا، در 
مسابقات امسال، از 10 پرتاب آزاد، 7 پرتاب موفق داشته است. بنابراین 70 درصد پرتاب های 

آزاد او موفق بوده است. او دوست دارد از این هم بهتر عمل کند. 
الف( اگر تا پایان مسابقات همهٔ پرتاب های آزاد شبنم موفق باشد، تابع محاسبهٔ پرتاب های آزاد 

موفق او را به دست آورید.
ب( توضیح دهید که پس از چند پرتاب آزاد موفق پیاپیِ دیگر، درصد موفقیت عملکرد شبنم 

بالای 80 درصد خواهد شد؟

  دامنۀ توابع گویا

توابع  دامنهٔ  باشد،   y
x

=
1 ضابطهٔ  با  تابع  دامنهٔ  در  نمی توانست  صفر  عدد  که  همچنان 

دامنهٔ  تعیین  برای  مثال  برای  نباشد.  اعداد حقیقی  همهٔ  شامل  است  ممکن  هم  دیگر  گویای 
) می نویسیم: )

( )( )
x

f x
x x

+
=

+ −
3

1 2

{ | ( )( ) , } { | { , }}

( , ) ( , ) ( , )
fD x x x x x x= + − ≠ ∈ = ∈ − −

= −∞ − − +∞

1 2 0 12

1 12 2

 

 

کار در کلاس

دامنهٔ هر یک از توابع گویای داده شده را به دست آورید.

Df  =( )f x
x

=
−
3

4
Df  =( ) x

f x
x

=
+ 5

Df  =( )f x
x

=
+2

1

1
Df  =( )

( )( )
x

f x
x x

+
=

+ −
3

1 2

Df  =f  (x)=2Df  =( ) x x x
f x

x x

+ +
=

+ +

3 2

2

2

2

  تساوی دو تابع

و  باشند  برابر  تابع  دو  دامنهٔ  باید  باشند،  برابر  یا  مساوی  هم  با  تابع  دو  اینکه  برای 
روی نقاط )یا اعضای( این دامنه، ضابطهٔ دو تابع هم برابر باشند. به عبارت دیگر در 

صورت رسم دو تابع، باید نمودار آنها روی هم قرار گیرد.
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) و g   (x)=2 دقت کنید. ) x
f x

x
=
2 به نمودار دو تابع با ضابطهٔ 
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4 43

با اینکه نمودار دو تابع تقریباً در همهٔ نقطه ها روی هم می افتند، ولی کاملاً روی هم نمی افتند. در واقع با اینکه ضابطهٔ دو تابع شبیه هم هستند 
و داریم:

( ) x
f x

x
=
2 	  g   (x)=2

ولی دامنهٔ دو تابع با هم متفاوت اند، زیرا داریم:
{ }fD = − 0

gD = 

بنابراین نمودار دو تابع کاملاً روی هم قرار نمی گیرند و در نتیجه دو تابع با هم برابر نیستند.
همیشه به یاد داشته باشید که در هنگام ساده کردن ضابطهٔ توابع گویا، دامنهٔ تابع را حساب کنید.

) با هم برابر هستند یا خیر؟ )g x
x

=
1 ) و  ) x

f x
x

=
2

1  آیا دو تابع با ضابطهٔ 
، ضابطهٔ g چه باشد تا f    =g؟ { }gD = − 2 ٢ به نمودار تابع f دقت کنید. اگر 

کار در کلاس
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بندر سیراف شهری باستانی واقع در بخش مرکزی شهرستان کنگان در استان بوشهر یکی از آثار تاریخی 
و از نقاط دیدنی این استان است. این بندر یکی از قدیمی ترین بنادر ایران است که زمانی دارای رونق 
روابط  داشت،  جمعیت  نفر  هزار  سیصد  که  »سیراف«  باستانی  شهر  زمان  آن  در  است.  بوده  فراوانی 
تجاری زیادی با روم و یونان )در اروپا( و ماداگاسکار )در آفریقا( و سرتاسر دنیای آن روزگار از جمله 
کانتون چین )در شرق آسیا( داشت. با این همه زمین لرزه مرگبار هفت روزه ای، در سال 357 هجری 
شمسی ویران شدن کامل این بندر را در پی داشت. آثار به جا مانده از بندر سیراف هنوز هم مورد توجه 

باستان‌شناسان ایرانی و خارجی است.



درس اول    نکاتی دربارۀ تابع ـ آشنایی با توابع گویا

9

به  آب لرزه(  فارسی  زبان  به  یا  )و  سونامی 
در  که  می‌شود  گفته  دریا  آب  شدید  لرزش 
پی زمین ‌لرزه‌های زیر دریا یا بر اثر لغزیدن 
هر  یا  و  آتشفشانی  انفجار  یک  یا  صخره، 
حادثهٔ دیگری که انرژی زیادی در دریا آزاد 
می کند، ایجاد شود. آبی که به لرزه درآمده 
کرانه‌ها  به  عظیم  موج‌های  به‌شکل  است، 
سونامی  می‌آورد.  بار  به  ویرانی  و  رسیده 
عظیمی  حجم  که  می‌شود  شروع  موقعی 
سرعت  می‌شود.  مرتفع  به‌سرعت  آب  از 
رویداد،  محل  به  بسته  سونامی  موج‌های 
در  کیلومتر   ۸۰۰ از  بیش  به  است  ممکن 

ساعت برسد! 
یکی از بزرگ‌ترین سونامی ها در سال ۲۰۰۴ 
میلادی در نزدیکی سوماترای اندونزی روی 
داد و باعث ویرانی عظیم شد و نزدیک 230 
از  یکی  کشانید.  مرگ  کام  به  را  نفر  هزار 
سونامی،  این  آثار  تکان‌دهندهٔ  عکس‌های 
نشان  را  رنگ  سفید  مسجدی  ساختمان 
در  بود،  ندیده  خسارتی  چندان  که  می‌داد 
حالی که اثری از خانه‌هایی که تا پیش از آن 
بنا شده بودند، دیده  این مسجد  تا دور  دور 

نمی‌شد.

کار در کلاس

  توابع رادیکالی

درازگودال »ماریانا« )واقع دراقیانوس آرام( 
عمیق ترین نقطه روی پوستهٔ کرهٔ زمین است. 
 10994 دریا  سطح  از  آن  عمق  حداکثر 

است.

بر اساس مشاهدات دانشمندان، اگر s تندی جابه جایی یک سونامی بر حسب کیلومتر بر ساعت 
s محاسبه کرد که در این رابطه d میانگین عمق دریا  d= 356 باشد، آن را می توان از رابطهٔ 

بر حسب کیلومتر است. 

1 2 3 4 5

500
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700

8

800
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10 11 120

1000

1100

1200

d

s

تابع  با کامل کردن جدول داده شده، و وصل کردن نقاط به دست آمده، نمودار تقریبی  الف( 
سونامی را رسم کنید.

10987654321d

تقریباً
1126

تقریباً
1007

تقریباً
942

تقریباً
872

تقریباً
796

تقریباً
617

یباً  تقر
503s d= 356

ب( عبارت زیر را کامل کنید.
پ( چون هر عدد، تنها ……… ریشهٔ دوم مثبت دارد، پس رابطهٔ سونامی

یک تابع است.  
یک تابع نیست.

ت( در کتاب‌های تاریخ ادعا شده است که قسمت بزرگی از بندر باستانی سیراف ناگهان بر اثر 
زمین‌لرزه‌ای به زیر آب رفته است. پاسخ دقیق سؤال » آیا یک سونامی سیراف را ویران کرده 
و به زیر آب برده است؟« را باید با کمک پژوهش‌های باستان شناسی و زمین شناسی یافت. با 
این همه با توجه به اینکه میانگین عمق خلیج فارس که حدود 50 متر است، شما چه نظری 

می توانید بدهید؟
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-1
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f (x) x=

، نمودار مربوط به هر یک از توابع زیر  ( )f x x= ١ با کمک انتقال نمودار تابع با ضابطهٔ 
را بیابید؛ و سپس دامنهٔ هر یک را تعیین کنید.

	 ( )c x x= −2 	 ( )a x x= +2

( )d x x= +2 	b (x)=2

فعالیت کلاسی

y را رسم کنیم و سپس دامنهٔ آن  x= + −1 3 ٢ می خواهیم تابع با ضابطهٔ 
را به دست آوریم.

y را رسم کنید.  x= الف( )مرحلهٔ اول( نمودار تابع با ضابطهٔ 

-4 -3 -2 -1 1 2
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s نقش کاربردی آنهاست. در این کتاب با  d= 356 علت مطالعهٔ توابع رادیکالی مانند 
با تابع  برخی از انواع خاصی از توابع رادیکالی آشنا می شوید. همان طور که در هنگام کار 

رادیکالی سونامی دیدید، دامنهٔ این نوع توابع ممکن است همهٔ اعداد حقیقی نباشند. 
) است. دامنهٔ این تابع همهٔ  )f x x= می توان گفت که ساده ترین تابع رادیکالی تابع با ضابطهٔ 

اعداد نامنفی است. نمودار این تابع در شکل زیر رسم شده است.

-2 -1 1
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y را رسم کنید. x= − 3 ب( )مرحلهٔ دوم( با کمک پاسخ مرحلهٔ اول، نمودار تابع با ضابطهٔ 
y را رسم  x= + −1 3 پ( )مرحلهٔ سوم( با کمک پاسخ مرحلهٔ دوم، نمودار تابع با ضابطهٔ 

کنید.

-4 -3 -2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

0

1
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3

4

3 4

ت( )مرحلهٔ چهارم( با توجه به شکل می بیند که دامنهٔ این تابع (∞ + ,3] است.

 ( )f x x= − + −2 1 تابع  الف(   ٣
را در نمودار مناسب رسم کنید؛ و سپس 

دامنهٔ توابع مورد نظر را بیابید. 

 تابع جزء صحیح

-4 -3 -2 -1 1 2

-4
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3 4

-4 -3 -2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

0

1
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3

4

3 4 ( )g x x= − + −2 1

Dg   =                         

یا صنعت، ضابطهٔ یک  و  در طبیعت  گاهی 
سوم  ریشهٔ  با  است  ممکن  رادیکالی  تابع 
دانشمندان  مثال  برای  شود.  ظاهر  متغیر 
از  سیاره  یک  فاصلهٔ  که  کرده اند  ثابت 
دهند،(  می  نشان   t با  را  آن  )که  خورشید 
 t3 26 برابر  تقریباً  مایل  میلیون  حسب  بر 
است که t بیانگر مدت زمان سال آن سیاره 
است.  زمین  کرهٔ  روزهای  تعداد  بر حسب 
 687 اندازهٔ  به  مریخ  کرهٔ  سال  یک  مثلاً 
کمک  به  اکنون  است.  زمین  کرهٔ  روز 
فاصلهٔ  که  توان دریافت  ماشین حساب می 
تقریباً  مریخ  کرهٔ  و  خورشید  بین  تقریبی 
میلیون کیلومتر   ( ) /× =23 6 687 141 5 برابر 
است. در رصد نجومی اندازهٔ دقیق فاصلهٔ 
تا مریخ حدود 142 میلیون مایل  خورشید 

محاسبه شده است. 
که  سیاراتی  که  است  درست  این  آیا 
سال  زمان  مدت  دورترند،  خورشید  از 

طولانی تری دارند؟

فعالیت کلاسی

هزینۀ ارسال پیامک
الفبا، ارقام، نشانه های نگارشی ازجمله علامت سؤال و فاصله  )مانند  به حروف و علائمی 
و …، نمادهای خاص مثل نماد هشتگ و …( که در هنگام نوشتن با یک دستگاه هوشمند 
)همچون رایانه یا تلفن همراه( به کار می رود، نویسه یا کاراکتر می گویند. برای مثال عبارت 
»#ای ــ ایران #ای ــ مرز ــ پرگهر« از23 نویسه )کاراکتر( تشکیل شده است. در هنگام 
ارسال یک پیامک، بنا به تعداد نویسه های آن، در مبدا به صورت صفحه صفحه در می آید و 
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ارسال می شود و در مقصد از کنار هم قرار گرفتن این صفحه ها، متن اصلی 
بازسازی می شود. بنا به قوانین سیستم مخابراتی هزینهٔ ارسال یک پیامک از 
روی تعداد صفحه ها محاسبه می شود. در جدول زیر تعداد صفحه های یک 

پیامک فارسی مشاهده می شود.
١ سطر خالی جدول را پر کنید.

٢ الف( تعداد صفحات ارسال هر پیامک زیر را تعیین کنید.
سلام. مامان من رسیدم خونه. نگران نباش.

امتحان فردا لغو شد. هورااا
سلام. می دانم که از دستم دلخور هستی؛ اما من اصلاً منظورم تو نبودی. به 

نظرم سوء تفاهم شده است. 
ب( در صورت امکان، با بازنویسی متن های بالا آنها را جوری تغییر دهید که هزینهٔ ارسال پیامکی آنها کمتر شود.

٣ در هر مورد تعداد نویسه های یک متن داده شده است. تعداد صفحات آن را مشخص کنید.

75134241336402تعداد نویسه متن پیامک

تعداد صفحات پیامک

هزینۀ پارکینگ ماشین
در یک پارکینگ، هزینه بر حسب هزار تومان به این صورت محاسبه می شود:

هر  برای  دهد  نشان  که  طوری  به  کنید  رسم  را  پارکینگ  این  قیمت  تابع  نمودار 
ساعت توقف در پارکینگ چه هزینه ای باید پرداخت شود.

کار در کلاس
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یک صفحهتا 70 نویسه

دو صفحهتا 134 نویسه

سه صفحهتا 201 نویسه
از این به بعد تعرفهٔ صفحهٔ سوم ادامه خواهد یافت. یعنی برای هر 
حداکثر 67 نویسه، یک صفحهٔ اضافی در نظر گرفته می شود. 

چهار صفحهتا 268 نویسه

پنج صفحهتا 335 نویسه

هزینهزمان 

3تا کمتر از 2 ساعتاز هنگام ورود

4تا 2/5 ساعتاز 2 ساعت

5تا کمتر از 3 ساعتاز بیشتر از 2/5 ساعت

6تا 5 ساعتاز 3 ساعت
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به توابع شبیه تابع ارسال پیامک یا هزینهٔ پارکینگ، توابع پله ای می گویند. 

به تابعی که دامنهٔ آن را بتوان به صورت تعدادی بازهٔ جدا از هم نوشت و به هر یک از 
این بازه ها تنها یک عدد در برُد نسبت داده شود، تابع پله ای می گویند. 

در تابع جزء صحیح به هر عدد صحیح خود همان عدد صحیح را نسبت می دهند و به 
هر عدد غیر صحیح بزرگ ترین عدد صحیح کوچک تر از آن عدد را نسبت می دهند. 

این تابع به صورت f     (x)=[x] نشان داده می شود. 

به پنج مثال زیر دقت کنید:
[4]=4                [6/1]=6                [0]=0	                [-4/3]= -5                [-3]=-3

توابع پله ای در تجارت و یا خرید و فروش نقش تعیین کننده ای دارند. مشهورترین تابع پله ای، 
تابع جزء صحیح است.

تولیدی  محصول  یک  قیمت گذاری  برای 
خاص، قیمت مواد اولیه تعیین کننده است، 
اما با بالا و پایین رفتن های جزئیِ قیمت مواد 
اولیه، قیمت یک محصول را تغییر نمی دهند 
تا مشتری های آن محصول سردرگم نشوند. 
بنابراین به اعداد بازه ای از قیمت های مواد 
را  محصول  نهایی  قیمت  یک  تنها  اولیه، 
نسبت می دهند. به این ترتیب، تابع مورد نظر 

یک پله ای است.

با توجه به مثال های داده شده، می بیند که می توانیم برای محاسبهٔ جزء صحیح یک عدد، آن عدد 
را روی محور اعداد در نظر بگیریم؛ اگر آن عدد صحیح باشد، جزء صحیح برابر خود آن عدد 
می شود؛ اما اگر آن عدد صحیح نباشد، جزء صحیح برابر نزدیک ترین عدد صحیح سمت چپ 

آن عدد می شود.

فعالیت کلاسی

-4

-3/4
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-2 -1 0 1 2 3 4

3

5 6

4/25

-1/9

0/4 1/8 2/3

-4

-4/3

-5 -3

-3

-2 -1 0 1 2 3 4

4

5 6

6/10

١ با کمک گرفتن از محور اعداد، جزء صحیح های خواسته شده را حساب کنید.
]-3/4[ = 	]-2 [ = 	]-1/9[ = 	]0/4[ = 	

      ]4/25[ = 	]3[ = 	]2/3 [ = 	]1/8[ = 
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٢ جزء صحیح های خواسته شده را حساب کنید.
]4507/98[ = 	]-3983/308[ = 	
]319[ = 	]- 56957[ = 	

٣ جزء صحیح های خواسته شده را حساب کنید.

  =  

41

37
	 − =  

13

51

برای رسم نمودار یک تابع پله ای باید توجه 
کنیم که هر بازه ای از دامنه به چه عددی 
نسبت داده می شود. در شکل بخشی از 
نمودار تابع با ضابطهٔ f    (x)=[x] رسم شده 
رسم   [-4,4) بازهٔ  در  را  تابع  این  است. 

کنید. 

کار در کلاس

تمرینهای درس اول

موفقیت  به  آزادش  پرتاب های  بخواهد عملکرد  اگر شبنم  کار در کلاس صفحهٔ ٧،  1 در 
بالای 90 درصد دست یابد، باید چه تعداد پرتاب آزاد موفق پیاپی داشته باشد؟

٢ تابع زیر را رسم کنید.

( )f x
x

=
1 	 [ ],fD = −3 3

) را رسم کنید. )f x
x

= −
1 ٣ نمودار تابع با ضابطهٔ 

٤ ضابطهٔ تابع گویای داده شده را بنویسید.
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به وب گاه رسمی ادارهٔ  با مراجعه  می توانید 
)http://parcelprice.post.ir( پست

نزدیک ترین  یا  )و  سکونت تان  محل  شهر 
شهر به محل زندگی تان( و همچنین شهری 
پله ای  تابع  و سپس  کنید،  انتخاب  را  دیگر 
ــ  هزینهٔ ارسال یک بسته را برحسب وزن 

قیمت مشاهده کنید.
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٥ کدام ضابطه های زیر یک تابع گویا را مشخص می کند؟

|f    (x) =|x )الف | )ب	 |( )
| |
x

f x
x

=

} شود. , }1 2 ٦ تابعی گویا بنویسید که دامنه اش برابر 
7 در کتاب فیزیک سال دهم خوانده اید که برای جسمی به جرم m کیلوگرم که با تندی v کیلومتر بر ساعت حرکت می کند، انرژی جنبشی 

K به دست می آید. نشان دهید که با داشتن مقدار انرژی جنبشی یک جسم 40 گرمی، می توان برای محاسبهٔ مقدار  mv= 21

2
از رابطهٔ 

v استفاده کرد. K= 5 2 تندی آن، بر حسب کیلومتر بر ساعت از رابطهٔ 
) را تعیین کنید. )f x x= + −3 13 8 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 

) را رسم کنید. )g x x= − + −
1

4
2

9 نمودار تابع با ضابطهٔ 
10 الف( متن زیر بیش از 400 نویسه دارد. می خواهیم این متن را برای بیش از 200 نفر از بستگان، وابستگان و دوستان مان بفرستیم 

و اُپراتور تلفن همراهی که انتخاب کرده ایم، هزینهٔ ارسال هر صفحهٔ پیامک را 100 ریال حساب می کند، چقدر هزینه باید پرداخت کنیم؟

با سلام. 
نوبهار است بر آن کوش که خوشدل باشی؛                           که بسی گل بدمد باز و تو در گل باشی

نوروز بالاخره آمد! در این نوبهار آرزوی شادکامی برایتان دارم. ؛(
در این تعطیلات پیشرو به یک ایرانگردی کوتاه می روم و قصد دارم به یک روستای بین راهی که تازه تبلیغاتش را دیده ام، سری بزنم. فکر می کنم 

سفری جالب و متفاوتی بشود. به خصوص اینکه سال ها از مسیر تردد کنار این روستا رد می شدم و از آن خبری نداشتم.
با #من ــ در ــ سفرم. بهم ــ خوش ــ بگذره! من رو دنبال کنید.

ب( متنی ارزان تر بنویسید که فقط حاوی مطالب مهم پیامک بالا باشد.
11 جزء صحیح های خواسته شده را حساب کنید.

[-103/003]                                   [-2309/54]                                   [300/4002]
٤ حاصل عبارت زیر را حساب کنید.

[1/01*2/02] + [1/11*2/12] + [1/21*2/22] + [1/31*2/32]
٥ تابع f  (x)=[x]+2 را رسم کنید.
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فعالیت کلاسی ١

 وارون یک تابع

تغییر واحد اندازه گیری
در کتاب فیزیک خوانده اید که در کشور ما ایران دستگاه های اندازه گیری بر اساس دستگاه 
بین المللی )SI( است. برای مثال دراین دستگاه اندازه گیری، اندازهٔ تندی ماشین ها بر اساس 
کیلومتر بر ساعت اندازه گیری می شود. با این همه در بعضی کشورهای انگلیسی زبان )مثل 
اندازه گیری  بر ساعت  مایل  بر اساس  بر خلاف معمول،  آمریکا( سرعت ماشین ها  انگلیس و 

می شود.هر مایل تقریباً 1600 متر است.

1 تعیین کنید که هر یک از جملات سمت راست مربوط به کدام یک از رابطه های سمت 
چپ است.

( )f x x=
8

5
این رابطه برای تبدیل تقریبی »مایل بر ساعت« به »کیلومتر بر ساعت« است.                        

( )g x x=
5

8
این رابطه برای تبدیل تقریبی »کیلومتر بر ساعت« به »مایل بر ساعت« است. 

بر  مایل  رانندگی محدودیت سرعت 30  راهنمایی ــ  تابلوی  الف(   ٢
ساعت یعنی محدودیت سرعت چند کیلومتر برساعت؟

ب( شکل داده شده در حاشیهٔ کتاب، بیانگر مقایسهٔ تابلوهای راهنمایی ــ 
رانندگی محدودیت سرعت کیلومتر بر ساعت و مایل بر ساعت است. 

مشخص کنید واحد اندازه گیری تصویر هر تابلو چیست.

هر تابعی با ضابطهٔ y=f   (x) بیان می کند که متغیر x چه ارتباطی با متغیر y دارد و چگونه می توان 
 y رسید؛ اما گاهی برایمان اهمیت دارد که بدانیم چگونه می توان از y به x با در دست داشتن

به x رسید. تبدیل واحدهای اندازه گیری نمونه ای ساده از این دست است. 
به خاطر دارید که یک تابع را می توان با مجموعه ای از زوج های مرتب نشان داد. 

کار در کلاس

در واقع هر مایلی که در این کشورها استفاده 
می شود 344 , 609 ,1 متر است.
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برای مثال، می توان به فرمول های رشد جمعیت 
اشاره کرد. سال هاست که جمعیت شناسان، 
و  جامعه شناس ها  ریاضیدانان،  آماردانان، 
کمک  با  دانشمندان  نخبه ترین  از  گروهی 
داده های آماری جمعیت، تلاش می کنند که به 
تابع تخمین جمعیت دست یابند. این تابع باید 
جمعیت  سال 1420  در  مثلاً  کند  مشخص 

ایران چه تعداد خواهد بود.
نیز  آن  برعکس  این همه، در عمل معمولاً  با 
اهمیت دارد. یعنی معمولاً برای برنامه ریزی های 
کلان دولت ها و حکومت ها، برعکس این تابع 
بسیار مهم است. مثلاً این تابع باید مشخص کند 
که در چه سالی جمعیت ایران به 100 میلیون نفر 

خواهد رسید.

 F     -1={(4,6) , (3,5) , (1,2)} برابر با F={(6,4) , (5,3) , (2,1)} برای مثال وارون تابع
است.  

با جابه جایی مؤلفه های زوج مرتب )a,b( می توان، زوج مرتب )b,a( را ساخت. 
به همین ترتیب، اگر همهٔ مؤلفه های زوج های مرتب تابع F را جابه جا کنیم، به 
با F      -1 نشان  رابطهٔ جدید به دست آمده، وارون آن تابع می گویند و آن را 

می دهند.

کار در کلاس

1 الف( وارون تابع های داده شده را حساب کنید.

S     -1=S  ={(4,1) , (1,4) , (3,3) , (2,5)}

T    -1=T   ={(5,1) , (1,4) , (4,3) , (2,3)}

U    -1=U   ={(2,3) , (5,2) , (4,1) , (3,4)}

پیکانی،  نمودار  کمک  با  کنید.  دقت  شده  حل  نمونهٔ  به  ب( 
وارون توابع داده شده در قسمت »الف« را به دست آورید.

 مجموعهٔ 

1

 مجموعهٔ 

1

 مجموعهٔ 

1

 مجموعهٔ 

1

A B AB

S S
−1

4
5
3
1

1
2
3
4

1
2
3
4

4
5
3
1

پ( درستی یا نادرستی عبارات روبه رو را تعیین کنید.

ت( از پاسخ قسمت »ب« و »پ« چه نتیجه ای می گیرید؟
................. F ٔخود یک تابع است، اگر که در زوج های مرتب رابطه ،F وارون تابع

 بله□        خیر□S        -1 یک تابع است.                

 بله□            خیر□T    -1 یک تابع است.                

 بله□             خیر□U   -1 یک تابع است.                
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ب( دربارهٔ ارتباط بین نمودار یک تابع و وارون آن چه نتیجه ای می گیرید؟
نمودار یک تابع و نمودار وارون آن تابع نسبت به .......... قرینهٔ یکدیگرند. بنابراین اگر 
نمودار یک تابع را داشته باشیم، برای رسم وارون آن تابع کافی است که قرینهٔ آن را نسبت به 

........ رسم کنیم.  

 تابع یک به یک

مجموعه  یک  اعضای  جای  به  گاهی 
راحت تر هستیم که از یک ویژگی آن اعضا 
هر  به  می توانیم  مثال  برای  کنیم.  استفاده 
با  دهیم.  نسبت  خونی  گروه  یک  شخص 
این کار افراد بسیاری خواهند بود که گروه 

خونی یکسانی خواهند داشت. 

A

B

+
Bعلی

رضا

علی

رضا

همدانی،  فضل‌الله  رشید الدین  پیش  قرن ها 
طبیب و مورخ برجسته ایرانی در کتاب جامع 
افراد  به رسم چینی‌ها در شناسایی  التواریخ 
توضیح  و  کرده  اشاره  انگشت  اثر  طریق  از 
داده بود که »شواهد و تجربیات نشان می‌دهد 
یکسان  کاملاً  انگشت  اثر  نفری  دو  هیچ  که 
ندارند«. در آن زمان در ایران قدیم نیز از اثر 
انگشت شصت برای مهر نمودن اسناد استفاده 
می‌کردند. در اوایل قرن بیستم در تمدن غرب 
اثر  تشخیص  تکنیک های  از  به کار گیری 
از  الهام  با  جنایی  تحقیقات  برای  انگشت 
تمدن شرق مرسوم شد. امروزه تشخیص اثر 
انگشت به عنوان دقیق ترین و سریع ترین روش 
بیومتریک در حفظ امنیت سیستم های کنترل 
دسترسی و همچنین در ساعت های حضور و 

غیاب، کاربرد بسیاری دارد.

مجموعه  یک  اعضای  جای  به  گاهی 
آن  ویژگی های  که  هستیم  راحت تر 
اعضا را به طور یکتا مشخص کنیم. در 
دقیقاً  ویژگی یک عضو  باید  این حالت 
عضوی  چه  مورد  در  که  کند  مشخص 
به هر  سخن می گوییم. برای مثال وقتی 
دهیم،  نسبت  انگشت  اثر  یک  شخص 
ویژگی  به چه شخصی است. همین  مربوط  انگشت  اثر  هر  که  یکتا مشخص می کنیم  به طور 
است که می تواند در جُرم یابی جهت تشخیص هویت، مورد استفادهٔ کارآگاه پلیس قرار گیرد. 

در واقع در این حالت، هر عضو برُد تنها از یک عضو دامنه به دست می آید. 

2 الف( در هر یک از شکل های زیر، نمودار تابعی رسم شده است. در این شکل ها وارون آن تابع را رسم کنید. 
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پیکانی می توان  نمودار  به  توجه  با  پیکانی صفحهٔ 17دقت کنید. چگونه  نمودارهای  به   1
فهمید که یک تابع، یک به یک است؟

٢ الف( به زوج های مرتب توابع صفحهٔ 17، دقت کنید. چگونه با توجه به زوج های مرتب 
می توان فهمید که یک تابع، یک به یک است؟

در هر تابع یک به یک هر عضو برد، تنها یک بار در مولفهٔ ........ ظاهر می شود.
تابع  این  تعیین کنید که  تابعِ {(1,2-) , (2,2) , (1,4-) , (1,2)}،  ب( بدون محاسبهٔ وارون 

یک به یک است یا خیر؟
پ( چرا تابع با ضابطهٔ f    (x) = x2-7x یک به یک نیست؟

٣ الف( در شکل داده شده، در صورت امکان، با وصل کردن نقاط مشخص شده به هم، 
نموداری رسم کنید که تابع باشد. 

ب( آیا تابعی که رسم کرده اید یک به یک است؟
پ( آیا وارون نمودار تابعی که رسم کرده اید، تابع است؟ چرا؟

ت( با کامل کردن عبارت زیر مشخص کنید که چگونه با در دست داشتن نمودار یک تابع، 
می توان تشخیص داد که آیا آن تابع یک به یک است یا خیر؟

اگر هر خطِ موازی محور........... نمودار یک تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند، 
آن گاه آن تابع یک به یک است.

٤ کدام نمودارهای داده شده، یک تابع یک به یک را مشخص می کنند؟

فعالیت کلاسی

اگر در تابع f هر دو عضو متمایز در دامنهٔ تابع به دو عضو متمایز در برد نظیر شوند، 
به تابع f، یک تابع یک به یک می گویند. 
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 به دست آوردن ضابطۀ تابع وارون یک تابع یک به یک

) را به دست آوریم. )f x x= +
1

2
3

می خواهیم وارون تابع یک به یک با ضابطهٔ 
مرحلۀ اول( از نماد y به جای f   (x) استفاده می کنیم. 	

y x= +
1

2
3

مرحلۀ دوم( در صورت امکان، y را بر حسب x حساب می کنیم.
x

y x y y x
+

= + → = → = + →
1 6 1

2 3 6 1
3 3

y
x y x y x

−
+ = → = − → =

3 1
6 1 3 6 3 1

6

مرحلۀ سوم( به جای y از نماد x و به جای نماد x از نماد f       -1(x) استفاده می کنیم.

( ) x
f x− −

=1 3 1

6

y
f

x

yx

x
f

_

y

1

به راحتی امکان پذیر  به یک همیشه  تابع یک  تابع وارون یک  به دست آوردن  توجه کنید که 
نیست، زیرا همیشه نمی توان y را به راحتی برحسب x حساب کنیم.

در هر مورد ضابطهٔ توابعی یک به یک داده شده اند. وارون هر یک از آن دو را حساب کنید.
u   (x) =2x   +3                                      ( )v x x= −

2
4

3
f   (x) = x   +5                                         g   (x) =4x       

 محدود کردن دامنه و ساختن یک تابع یک به یک

در شکل زیر وارون تابع با ضابطهٔ f   (x) = x2 که با رنگ قرمز رسم شده است، نشان می دهد که تابع نیست.
) است که تابع نیست. )f x x− = ±1 ضابطهٔ وارون این تابع به صورت 

با محدود کردن دامنهٔ تابع با ضابطهٔ f   (x) = x2 به همهٔ اعداد نامنفی، می توان به تابع جدیدی دست یافت که یک به یک است.

کار در کلاس

f(x)
f

x

x
f

_

(x)

1

f
_1
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) یک تابع است. )g x x− =1 اکنون اگر وارون تابع g را حساب کنیم می بینیم که 
همچنان که می بینید با محدود کردن دامنهٔ یک تابعی که یک به یک نیست می توان یک تابع یک به یک جدید ساخت که آن تابع وارون 

داشته باشد.

-3 -2 -1 0 1 2

-2

-1

1
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4

3 4

y x= 2

y x= ±

1 الف( با رسم نمودار تابع با ضابطهٔ f   (x) =x2-4x   +3 نشان دهید که این تابع یک به 
یک نیست.

کار در کلاس
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3 4

y x= 2

y x=

ب( با محدود کردن دامنهٔ این تابع به (∞+,3]، تابع جدیدِ g را رسم کنید و نشان دهید که 
این تابع یک به یک است.

پ( نمودار g-1 را رسم کنید. 
ت( با محدود کردن دامنهٔ این تابع روی کدام بازه های زیر می توان یک تابع یک به یک 

ساخت؟
   [0,+∞)
   (0/5,+∞)
   [-3,2]
   (7,8)
   (-∞,-5)
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1 یکی از تابع های رادیکالی کاربردی، تابع خط ترمز است. در شرایط خاص، یک پلیس 
l می تواند مقدار تندی یک ماشین را حساب کند 

s =
10

5
کارشناس تصادف با کمک تابع 

که در این تابع l بیانگر طول خط ترمز برحسب فوت و s بیانگر تندی ماشین برحسب مایل بر 
ساعت است. 

الف( این فرمول را بدون رادیکال مخرج بازنویسی کنید.
ب( این فرمول را جوری بازنویسی کنید که یک پلیس ایرانی بتواند از آن استفاده کند.

٢ به متن پزشکی زیر دقت کنید.
باشد.  باید  مقدار  بدن چه  درجهٔ حرارت  که  می کند  تعیین  انسان  یک  مغز  در  هیپوتالاموس 
این مقدار حدوداً 98/6 درجه است. با این حال گاهی اوقات هیپوتالاموس در مقابله با یک 
عفونت و یا بیماری، درجهٔ حرارت را بالاتر می برد. دانشمندان بر این باورند که بالابردن دمای 

بدن راهبردی برای کشتن میکروب های موجب بیماری و عفونت است.
با توجه به نقطه جوش آب که حدوداً 100 درجه است، به نظر می آید اگر خطای کوچکی در 
عملکرد هیپوتالاموس رخ دهد، خون در رگ های یک انسان به جوش خواهد آمد! البته شاید 

املاح موجود در خون انسان باعث بالا رفتن نقطهٔ جوش شوند. 
نظر شما چیست؟

3 وارون تابع هر یک از توابع زیر را بیابید. 
 {(1,2-) , (2,1-) , (2,3)} )الف
)ب

4 وارون هر یک از توابع زیر را بیابید.
 f   (x) = 5x - 2 )الف
) )ب )f x x= +

3
4

5
 

) )ج ) x
f x

− +
=

7 3

5
) را حساب کنید. )f x

x
=
1 5 وارون تابع 

تمرینهای درس دوم

طول  اندازه گیری  واحدهای  از  یکی  فوت 
فوت  است. یک   SI از  غیر  در دستگاهی 
بالغ  انسان  یک  پای  طول  اندازهٔ  به  تقریباً 
می تواند  راهور  پلیس  یک  بنابراین  است، 
به  به کمک طول پای خود،  اندازه گیری  با 
اندازهٔ تقریبی طول خط ترمز بر حسب فوت 

دست یابد.
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6 نشان دهید که دو تابع گویای زیر وارون یکدیگرند؟ 

( )g x
x

= +
1

2 ( )f x
x

=
−
1

2

7 نشان دهید که وارون هر دو تابع داده شده، یک تابع درجهٔ دوم است.
) )الف )f x x= −3 ) )ب	  )g x x= −2 1  

8 در شکل زیر نمودار یک دایره داده شده است. تابعی یک به یک معرفی کنید که دامنهٔ آن 
]2,2-[ و نمودارش بخشی از این دایره باشد.
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٩ آیا تابعی یک به یک با دامنهٔ ]1,6[ وجود دارد که نمودارش از سه نقطهٔ داده شده بگذرد؟

10 الف( چرا نمودار هر تابعِ به شکل خط راست، یک به یک است؟
ب( چرا نمودار هر تابع به شکل سهمی یک به یک نیست؟

پ( آیا امکان دارد که یک تابع پله ای یک به یک شود؟
ت( آیا امکان دارد که یک تابع چندضابطه ای یک به یک شود؟
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کارگاه خانگی محصولات دست دوز چرمی  در یک  که  بگیرید  نظر  در  را  هنرمندی 
تولید می کند. او بخشی از مواد و لوازم مورد نیاز را از فروشگاه چرم و بخشی را 
از فروشگاه ابزار و یراق خریداری می کند؛ و پس از تولید محصولات زیبا آنها را در 
بازارچه های کارآفرینی به فروش می رساند. نمودارهای زیر مقدار خرید و فروش او 

را نشان می دهد.
نمودار تابع a نشان می دهد که در هر ماه چند هزار تومان چرم خریداری شده است. برای مثال 
بنا به شکل، 300 =) اردیبهشت ( a. پس این هنرمند در سومین ماه سال یعنی در تیرماه 300 

هزار تومان خرید کرده است.

نمودار تابع b نشان می دهد که در هر ماه چند هزار تومان ابزار و یراق خریداری شده 
است. 
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فروش  به  محصولات  از  تومان  هزار  چند  ماه  هر  در  که  می دهد  نشان   s نمودارتابع 
رسیده است. 

ین
ورد

فر
شت

یبه
ارد داد
خر تیر داد
مر

ور
هری

ش مهر بان
آ آذر دی من

به
فند

اس

s تابع فروش

0
100

600

200

700

300

800
900

1000
1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700
1800
1900

400
500

2000



درس سوم  آشنایی با برخی از ویژگی های توابع

25

١ــ به زبان ساده، »هزینه« یعنی جمع کل مقدارهای خریداری شده. در شکل زیر بخشی 
از نمودار تابع هزینهٔ این هنرمند رسم شده است. این تابع را با c نشان می دهیم. 

الف( بر روی شکل، درستی مقدارهای تابع c را برای ماه های فصل زمستان بررسی کنید.
ب( آیا برای هر x در دامنهٔ تابع c (x)= a (x)+b (x) ،c درست است؟

همچنان که می بیند برای به دست آوردن مقادیر تابع، مقادیر دو تابع a و b را با هم جمع 
می کنیم.

٢ــ به زبان ساده، »سود« یعنی حاصل تفریق مقدار فروش از مقدار هزینه. در شکل زیر 
بخشی از نمودار تابع سود این هنرمند رسم شده است. این تابع را با r نشان می دهیم.

الف( بر روی شکل، درستی مقدارهای تابع r را برای ماه های فصل بهار بررسی کنید.
ب( آیا برای هر x در دامنهٔ تابع r (x)= s (x)-c (x) ،r درست است؟

همچنان که می بیند برای به دست آوردن مقادیر تابع r، مقادیر دو تابع s و c را از هم کم 
می کنیم.

 x ٣ــ در نمودارهای زیر مشخص شده است که این هنرمند در هر ماه چقدر چرم و به چه قیمتی خریداری کرده است. قیمت هر بستهٔ چرمی که او را در ماه
اُم سفارش داده است را با l (x) هزارتومان نشان می دهیم. همچنین تعداد بستهٔ چرمی که او در ماه x اُم سفارش داده است را با n (x) نشان می دهیم.

چرا برای هر x در دامنهٔ تابع a (x)= l (x).n (x) ،a درست است؟
همچنان که می بیند برای به دست آوردن مقادیر تابع a، مقادیر دو تابع l و n را در هم ضرب می کنیم.
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گاهی نیاز است که روی توابع عملیات جمع، تفریق، ضرب و یا تقسیم انجام دهیم. به جدول 
زیر دقت کنید. 

نام عمل )اگر دو 
تابع f و g باشند.(

دامنه تعریف نماد 

f  (x)  +g (x)f(x) (f   +g) جمع  gD D

f  (x)  -g (x)f(x)(f   -g)تفریق gD D

f  (x).g  (x)f(x)(f  .g)ضرب gD D

)تقسیم ) 
 
 

f
x

g

( )
( )

f x
g x{ | ( ) }− =0f gD D x g x

برای مثال اگر f   (x)  = 2x -1 و g (x)  = x -2 آنگاه:
الف( ضابطهٔ جمع f و g برابر است با:

(f   +g)(x) = f    (x)  +g (x) = (2x  -1)+(x -2)  =3x -3
و دامنهٔ آن برابر است با: 

+ = = =  f g f gD D D

ب( ضابطهٔ تفریق g از f برابر است با:
(f-g) (x) = f  (x)-g (x) = (2x  -1)-(x -2) =x +1

و دامنهٔ آن برابر است با: 
− = = =  f g f gD D D

پ( ضابطهٔ ضرب f و g برابر است با:
(f  .g)(x) =f   (  x).g   (x) =(2x -1).(x -2) =2x   (x -2)-1(x -2)

=(2x2-2x)+(-x +2) =2x2-3x +2
و دامنهٔ آن برابر است با: 

. = = =  f g f gD D D

د( ضابطهٔ تقسیم f بر g برابر است با: 

( )( )
( )

− 
= =  − 

2 1

2

f f x x
x

g g x x
و دامنهٔ آن برابر است با: 

{ | ( ) } { | } { }f f g
g

D D D x g x x x= − = = − − = = −  0 2 0 2
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کار در کلاس

را   g (x) = x-3 و f    (x) = x2+3x +1 ٔبا ضابطه تابع  تقسیم دو  و  تفریق، ضرب  1 جمع، 
محاسبه کنید.

تابعضابطهدامنه

( f  +g) (x) =f +g

( f  -g) (x) =f-g

( f.g) (x) =f.g

( ) 
 
 

f
x

g
=

را   v  (x)= x -1 و   ( ) = +1u x x ضابطهٔ  با  تابع  دو  تقسیم  و  ضرب  تفریق،  جمع،   2
محاسبه کنید.

تابعضابطهدامنه

(u+v) (x) =u  +v

(u -v) (x) =u   -v

(u.v) (x) =u .v

( )u
x

v
  = 
 

u
v

3 در شکل زیر نمودار هر چهار تابع رسم شده است. 
الف( کدام یک از جمع دو تابع دیگر به دست آمده است؟
ب( کدام یک از ضرب دو تابع دیگر به دست آمده است؟
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4 مطابق شکل، دو تابع f و g به ترتیب با رنگ های قرمز و آبی داده شده اند. 
الف( در هر مورد نمودار خواسته شده را رسم کنید.

f +gf -g

f.gf
g
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1 الف( چرا مقدار f   (x)+f   (x) و 2f   (x) با هم برابر است؟
ب( فرض کنید که n عدد طبیعی است. چند بار f   (x) را با خودش جمع کنیم تا حاصلش با 

تابع با ضابطهٔ nf   (x) برابر شود؟

2 الف( به نمودار تابع f دقت کنید. این نمودار طول قد یک گیاه را در ماه های متفاوت 
برحسب دسی متر نشان می دهد. )هر دسی متر 10 سانتی متر است.( اگر بخواهیم طول این گیاه 

را بر حسب سانتی متر بیان کنیم، نمودار تابع g به دست آمده به چه صورتی در خواهد آمد؟

ب( کدام یک از رابطه های زیر، رابطهٔ بین دو تابع f و g را نشان می دهد؟
( ) ( )g x f x=

1

10
                         g (x)=f  (x)

g (x)=f    (10x)                                  g (x)=10f   (x)

 k در تابعی که برای هر نقطه، مقدارش عدد ثابت f    (x) ٔحاصل ضرب تابع با ضابطه
است را با kf    (x) نشان می دهند.

فعالیت کلاسی

اگر k عدد مثبت باشد، برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ kf   (x) کافی است عرض هر 
نقطه از نمودار تابع با ضابطهٔ f    (x) را k برابر کنیم.

1 الف( در شکل زیر نمودار دو تابع f و g داده شده است. این دو تابع چه رابطه ای با 
هم دارند؟

فعالیت کلاسی
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ب( با توجه به نمودار تابع f داده شده، نمودار تابع با ضابطهٔ f  (x)- را رسم کنید.
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پ( عبارت زیر را کامل کنید.
به  نسبت  را  نمودار  قرینهٔ  است  کافی   -f    (x) ضابطهٔ  با  تابع  نمودار  رسم  برای 

.................. رسم کنیم. 
2 در شکل داده شده نمودار تابع f داده شده است. نمودار 2f  (x)- را رسم کنید.

-2 f  (x) )الف
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3 عبارت زیر را کامل کنید.
نمودار  ابتدا  که  kf    (x) کافی است  با ضابطهٔ  تابع  نمودار  برای رسم  باشد،  منفی  k عدد  اگر 
............ را رسم کنیم و سپس قرینهٔ این نمودار را نسبت به ............ رسم کنیم. 
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تمرین های  درس سوم

، هر یک از نمودارهای داده شده را رسم کنید. ( )f x 1 با کمک گرفتن از نمودار تابع با ضابطهٔ 

) )الف ) = −
1

a x
x

) )ب                      )b x
x

=
−
1

3

) را محاسبه کنید. ) =
1

u x
x

٢ جمع، تفریق، ضرب و تقسیم دو تابع با ضابطهٔ |u(x)=|x و 

تابعضابطهدامنه

( f +g)(x)  =f +g

( f -g)(x)  =f -g

( f.g)(x)  =f.g

( ) 
 
 

f
x

g
=f

g

٣ در هر یک از موارد داده شده جمع، ضرب، تقسیم و تفریق دو تابع داده شده را بیابید.

f    (x) =x2-4 	g   (x) =x  +2 )ب 	f   (x) =2x+3 	g   (x) =5x -2 )الف

( ) −
=

+
2

5

x
f x

x
	g    (x) =x2+3x -10  )ج 	 ( ) =g x x 	 ( ) = −g x x ث( 

٤ مطابق شکل، دو تابع f و g داده شده اند. حاصل جمع، ضرب، تقسیم و تفریق دو تابع داده شده را به دست آورید.
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) را رسم کنید.  ) =f x x x ٦ تابع با ضابطهٔ داده شده 

٧ الف( درستی و یا نادرستی روابط زیر را تعیین کنید.
5f    (x) =3f    (x) +2f    (x)

2f    (x) =6f  (x) -4f    (x)

8 f  (x) =4f    (x).2f  (x)

( )( )
( )

=
6

3
2

f x
f x

f x
	(f   (x)≠0)

ب( چه نتیجه ای می گیرید؟ 

، هر یک از نمودارهای داده شده را رسم کنید. ( ) =f x x ٨ با کمک گرفتن از نمودار تابع با ضابطهٔ 
( ) = − −2b x x پ(  ( ) =2e x x الف( 

( ) = −1d x x )       ت(  )f x x= −3 ب( 

٥ اجاقی داریم که در آن دو منبع گرمایی قابل تنظیم وجود دارد که می توانند همزمان و جدا از هم گرما تولید کنند. نمودار دمایی که این 
دو منبع گرمایی تولید می کنند، به صورت شکل های زیر است. این نمودارها نشان می دهد که در عرض 5 دقیقه، چگونه مقدار دما افزایش 

و یا کاهش می یابد، مطابق شکل های زیر باشد، بیشترین دمایی که این اجاق خواهد داشت چه مقدار است؟
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واحدهای اندازه گیری زاویه

روابط تکمیلی بین نسبت های مثلثاتی

توابع مثلثاتی

درس دوم

درس سوم

درس اوّل

مثـلثات ٤

ـل
ص

فـ
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یکی از واحدهای اندازه گیری زاویه که تاکنون با آن آشنا شدیم »درجه« 
است.یک درجه که آن را به صورت °1 نمایش می دهیم برابر با ……… 
مبدأ  مرکز  به  است  دایره ای  مثلثاتی،  دایره  است.  دایره  یک  محیط 
مختصات و شعاع ……… و جهت مثبت نمایش زاویه ها در آن بر خلاف 
در  می گویند.   ……… جهت  آن  به  و  است  ساعت  عقربه های  گردش 
شکل 1 یک دایره مثلثاتی را به 24 قسمت مساوی تقسیم کرده ایم. در 
این حالت اندازهٔ زاویهٔ مرکزی بین هر دو شعاع متوالی ……… درجه 

است. زاویهٔ مناسب را برحسب درجه در جاهای خالی مشخص کنید.
کمان  آن  روبه روی  مرکزی  زاویه  با  کمان  هر  طول  دایره،  در  می دانیم 
برحسب درجه برابر است. حال این سؤال مطرح می شود که آیا می توان 
طول کمان روبه روی هر زاویه مرکزی را برحسب یک واحد طولی چون 

سانتی متر، متر یا کیلومتر بیان نمود؟ 

آوریم.  دست  به  زمین  کره  روی  را  شهر  دو  بین  تقریبی  فاصله  می خواهیم  فعالیت  این  در 
جغرافیایی  طول  است.  جغرافیایی  و عرض  طول  نام  به  مختصاتی  دارای  شهر  هر  می دانیم 
نسبت به نصف النهار مبدأ و عرض جغرافیایی نسبت به خط استوا به دست می آیند. منظور از 
عرض جغرافیایی یک نقطه روی کره زمین یعنی اندازهٔ زاویهٔ حاده بین نیم خطی که از مرکز 
زمین به خط استوا وصل می شود و نیم خطی که از مرکز زمین به آن نقطه وصل می شود. 
همچنین طول جغرافیایی یک نقطه روی کره زمین یعنی اندازه زاویه حاده بین نیم خطی که از 
مرکز زمین به نصف النهار مبدأ وصل می شود و نیم خطی که از مرکز زمین به آن نقطه وصل 
می شود. عرض جغرافیایی نقاط واقع بر خط استوا ...... و عرض جغرافیایی قطب شمال 
……… است. به عنوان مثال دو شهر لاهیجان در استان گیلان و خمین در استان مرکزی 
را در نظر می گیریم که دارای طول جغرافیایی یکسان )تقریباً °50( و به ترتیب دارای عرض 
جغرافیایی تقریبی °37 و °33 هستند. اگر دو نقطه A و B در شکل 2 متناظر با این دو شهر 
باشند و شعاع کرهٔ زمین را 6400 کیلومتر در نظر بگیریم می خواهیم فاصلهٔ آنها را که همان 
AB است به دست آوریم. به نظر شما با این اطلاعات آیا می توان فاصله این دو  طول کمان 

شهر را به دست آورد؟

واحدهای اندازه گیری زاویه

درس اوّل

شکل 1

شکل 2

فعالیت کلاسی 1

خط استوا
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در فعالیت زیر رابطه بین اندازهٔ زاویه و طول کمان روبه روی آن مشخص می شود.

1 یک قطعه نخ را به اندازه 20 سانتی متر برش دهید، سپس دو سر این نخ را به هم وصل 
به  با خط کش  اندازه قطر و شعاع این دایره را  تا دایره ای نظیر شکل 3 حاصل شود.  کنید 

دست آورید.

٢ یک قطعه نخ به اندازه شعاع دایره برش دهید و آن را از نقطه A روی محیط دایرهٔ فوق 
قرار دهید تا نقطه B حاصل شود )شکل 4(. اندازه زاویه AOB را با نقاله اندازه گیری کنید. 

این زاویه تقریباً چند درجه است؟

٣ مجدداً قطعه نخ فوق را از نقطه B روی محیط دایره قرار دهید تا نقطه C حاصل شود و 
این کار را ادامه دهید تا نقاط F ،E ،D و G روی محیط دایره به دست آیند )شکل 5(. در این 
حالت زاویه های EoF ،DoE ،CoD ،BoC و FoG با زاویه ……… برابر و هریک تقریباً 

……… درجه است. آیا دو نقطه G و A برهم منطبق می شوند؟
به این ترتیب 6 زاویه مرکزی حاصل می شود که طول کمان روبه روی هر یک از آنها با 

……… دایره برابر است. به هر یک از این زاویه ها یک رادیان می گوییم.

1 رادیان برابر است با اندازهٔ زاویهٔ مرکزی در یک دایره به شعاع r که طول کمان 
روبه روی آن برابر با r است.

در شکل 5 مشاهده می کنید که:

AoB∠ = طول کمان = 1 رادیان 
شعاع دایره

AB


57° 

AoC∠ = = 2 رادیان  ...........

..................

..................  

AoD∠ = ………… = ...........

..................

..................

AoE∠ = …………… = ...........

..................

..................

AoF∠ = …………… = ...........

..................

..................

AoG∠ =  …………… = ...........

..................

..................   محیط دایره 

شکل 3

شکل 4

شکل 5

فعالیت کلاسی 2
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با استفاده از رابطه فوق جدول زیر را کامل کنید:

200l سانتی متر90 سانتی متر50 متر10 متر500 سانتی متر

5r سانتی متر0/5 متر1 متر10 متر20 سانتی متر5 متر

1α رادیان1/5 رادیان3 رادیان10 رادیان20 رادیان 

 یادآوری

می دانیم نسبت محیط هر دایره به قطر آن عددی ثابت است که آن را با π نمایش می دهند و به آن عدد پی می گویند. مقدار تقریبی این عدد 
3/14 است. حال جدول زیر را کامل کنید.  

زاویه برحسب رادیان0/5 رادیان1 رادیان2 رادیان3 رادیان3/14 رادیان π رادیان 

زاویه برحسب درجهتقریباً ....تقریباً °57تقریباً ....تقریباً ....تقریباً ....دقیقاً 180°

زاویه  اندازه  دیگر  عبارت  به  رادیان.  یا ………  درجه  با ………  است  برابر  دایره  نیم  کمان  به  روبه رو  مرکزی  زاویه  اندازه  بنابراین، 
نیم صفحه برابر است با ……… رادیان. در نتیجه:                                                      

رادیان = یک درجه π
180

                                                                                        

٤ با تغییر محیط دایره فعالیت فوق را از ابتدا انجام دهید. آیا نتایج فوق تغییری می کند؟

به این ترتیب: 

طول کمان روبه روی زاویه = اندازه یک زاویه برحسب رادیان 
شعاع دایره

اگر l طول کمان روبه روی زاویه، r شعاع دایره و α اندازه زاویه برحسب رادیان باشد آن گاه رابطهٔ بالا را به 

صورت زیر می توان نوشت:                                            

کار در کلاس 1
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÷2

÷3
÷4

÷6

به این ترتیب:

…… رادیان =90° 

π رادیان = 180°
                         …… = …… π

3
…… رادیان ……

…… رادیان =30°

مطابق نمونه هریک از زاویه ها را از درجه به رادیان تبدیل کنید:

30°                  
× π
180 رادیان                       π

6             
                   36°                                                                                                                                              ………                                                                

                                                      45°                                                          ………
                   60°                                                                                                                         ………              

                         90°

180°

360°

اگر D اندازه زاویه α برحسب درجه و R اندازه زاویه α برحسب رادیان باشد آنگاه 
D
R

π=
180

حال جدول زیر را با استفاده از این رابطه کامل کنید:

D )درجه( 120°24°5°

π5
4

π2
5

π
7

R )رادیان( 

………
………
………

کار در کلاس 2

با توجه به این  در شکل 1 زوایا برحسب درجه روی یک دایره مثلثاتی مشخص شده بود. 
شکل، در هریک از جاهای خالی شکل 6 زاویه مناسب را برحسب رادیان مشخص کنید.

کار در کلاس 3

روز چهاردهم مارس )24 اسفند( هر سال 
به عنوان روز جهانی عدد پی نام گذاری شده 
است زیرا اولین سه رقم این عدد تاریخ 14 
می دهد.  نشان   3/14 به صورت  را  مارس 
آلبرت  تولد  سال روز  با  مصادف  تاریخ  این 
انیشتین نیز است. باتوجه به اصم بودن این 
آن  اعشاری  ارقام  بودن  بی قاعده  و  عدد 
امکان یافتن هر نوع عددی از جمله تاریخ 
و  تلفن  بانکی، شماره  تولد، شماره حساب 

نظایر آنها در بین ارقام آن وجود دارد.
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شکل 6

1 هریک از زاویه های °12-، °36، °72، °105- و °315 را به رادیان تبدیل نموده و روی 
دایره مثلثاتی نشان دهید.

π6 را به درجه تبدیل کنید و روی دایره 
5

 ، π7
8

 ، π3
4

 ، - π2
5

 ، -π
18

٢ هریک از زاویه های 
مثلثاتی نشان دهید.

٣  شهر کرمان دارای طول جغرافیایی °57 و عرض جغرافیایی °30 و شهر بجنورد در استان 
خراسان شمالی دارای طول جغرافیایی تقریبی یکسان با شهر کرمان و عرض جغرافیایی 37° 

است. فاصلهٔ تقریبی این دو شهر روی کره زمین تقریباً چند کیلومتر است؟

تمرینهای درس اول

حال می توانید پاسخ فعالیت کلاسی 1 را بدهید. به این منظور:

1 اندازه زاویه مرکزی حاصل بین دو شهر خمین و لاهیجان را بیابید.
°4 = …… - …… = اندازه زاویه مرکزی AoB )برحسب درجه( 

٢ این زاویه را به رادیان تبدیل کنید.
…… رادیان = …… × °4 = اندازه زاویه مرکزی AoB )برحسب رادیان( 

به طور  /π 3 14 ٣ طول کمان روبه روی زاویه AoB را با فرض  
تقریبی محاسبه کنید.

)AB فاصله تقریبی شهر خمین و لاهیجان روی کره زمین )طول کمان
142π  = …… × …… = …… رادیان × شعاع کره زمین =  ……
تقریبی این دو شهر روی کره زمین ……… کیلومتر است.  لذا فاصله 

توجه کنید فاصله جاده ای بین این دو شهر حدود 560 کیلومتر است.

کار با ماشین حساب
استفاده  با  را  رادیان  برحسب  زاویه  یک 
تقریبی  طور  به  می توان  حساب  ماشین  از 
اغلب  در  نمود.  محاسبه  درجه  برحسب 
ماشین حساب های دکمه ای با نماد π وجود 
نمایان  نماد  این  مقدار  آن  فشار  با  که  دارد 
می شود. مثلاً برای محاسبه 1 رادیان کافی 
× را به دست آوریم که 

π
1801 است حاصل 

تقریباً برابر است با °57/3، حال شما مقدار 
تقریبی زاویه های زیر را با ماشین حساب به 

دست آورید. 
4  رادیان، 2 رادیان، 3رادیان

5
0/5 رادیان،

 π رادیان،   π
4

رادیان، π
3

، 3/14 رادیان،
رادیان.
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در  آشنا شدید.  مثلثاتی  نسبت های  و  مثلثاتی  مثلثاتی، جهت  دایرهٔ  مفاهیم  با  در سال گذشته 
شکل1 یک دایره مثلثاتی با چهار ربع آن مشخص شده است. جدول 1 علامت چهار نسبت 

مثلثاتی در هر مربع را نشان می دهد.

چهارم
π < α < π3 2
2

سوم 
ππ < α < 3
2

دوم
π < α < π
2

اول
π< α <0
2

ربع
         نسبت

--++sin α

+--+cos α

-+-+tan α

-+-+cot α

                                                                          جدول 1

علامت هریک از نسبت های مثلثاتی زیر را در جدول 2 مشخص کنید.

زاویهانتهای کمانعلامت نسبت مثلثاتی زاویهانتهای کمانعلامت نسبت مثلثاتی

cos π <3 0
4

sin π5
6

tan π5
3

cos π5
12

cot π5
4

π3ربع دوم
4

π5
6

π5
3

π5
12

π5
4

tan 75°<0

sin 150°

cos 210°

cot 240°

tan 285°

°75ربع اول

150°

210°

240°

285°

جدول 2

sin و انتهای کمان α در ربع سوم باشد، محاسبات زیر را کامل کنید: -α = 1
3

اگر 
	cosα>0 	

cos2α =1 - sin2α =…… ⇒ cosα = - ـــــــــــــــ………
………

ربع دومربع اول

ربع سوم ربع چهارم

شکل 1

روابط تکمیلی بین نسبتهای مثلثاتی

درس دوم

فعالیت کلاسی 1

فعالیت کلاسی 2
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اگر cot α = -2 و cos α <0 سایر نسبت های مثلثاتی α را بیابید. 
حل: چون Cos α >0 و cot α <0 لذا انتهای کمان α در ربع ……… واقع است. بنابراین:

sin α2
1  = 1+cot2α = ……… ⇒ sin2α = ………⇒  sinα = -1

5
	

cos2α=1-sin2α=………⇒ cos α=………    	

  tan α= cot α
1 ⇒ tan α= ……… 	

cos و sin  x>0 سایر نسبت های مثلثاتی زاویه x را بیابید. x -= 4
5

اگر 

جدول 3 را برای نسبت های مثلثاتی زاویه های خاص کامل کنید.

° = π360 2
° π= 3270

2
° = π180

° π=90
2

° π=60
3

°45° π=30
6

°0
زاویه

        نسبت

0-13
2

1
2sin

-12
2

1cos

tanتعریف نشدهتعریف نشده
3
3

1cot

جدول 3

tanα= sin
cos

α
α =……⇒tanα=……

cotα= tan α
1 =……⇒cotα=2 2

فعالیت کلاسی 3

کار در کلاس 1

فعالیت کلاسی 3
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cot را به دست آورید. tan sinπ π π- ×
6 3 4

حاصل 

کار در کلاس 2

tanحاصل کسر مقابل را به دست آورید:                                     sin

cot cos

π π+
=

π π-

2 2

2 2

6 4

4 3

ثابت کنید:
sin x cot x cos x

sin x cos x sin x
+ -+ =1 2

آنها می توان نسبت های مثلثاتی زوایای  با استفاده از  در ادامه روابطی را مطرح می کنیم که 
مورد نظر را برحسب نسبت های مثلثاتی زوایای مذکور در جدول 3 به دست آورد و به این 
مثلثاتی یک  از نسبت های  به صورت سریع تر حاصل هریک  این جدول  از  استفاده  با  ترتیب 
زاویه مفروض را محاسبه نمود. ابتدا به شکل 2 توجه کنید که مختصات قرینه نقطه P نسبت به 
هر دو محور افقی و عمودی و مبدأ مختصات روی دایره مثلثاتی مشخص شده است.در این 

حالت زاویه های π-α ،-α ،α و π+α را در شکل 2 مشاهده می کنید.

شکل 2

کار در کلاس 3

کار در کلاس 4

 نسبت های مثلثاتی زاویه های قرینه

دو زاویه α و α- را قرینه یکدیگر می گویند. اگر در شکل α=30° ،2 نسبت های مثلثاتی زاویه 
°30- در مثلث OPʹH عبارت اند از:

فعالیت کلاسی 4



فصل 4    مثلثات

10

حاصل هریک از عبارت های زیر را مطابق نمونه به دست آورید.

cot ( ).cos( ) tan( ) cot cos tan-π -π -π π π π+ = - × - = - × - = -3 53 1
3 6 4 3 6 4 2 2

 a) ...........
cos( ) sin ( )

sin ( ) cos( )

° °

° °
- + -

= =
- - -
90 270

180 360
..............

 b) cot ( ) tan ( )-π -π+ =
6 3

…………

     c) cos (-45°) × cos (-60°) + sin (-45°) × sin (-60°) = ………+………=………

 نسبت های مثلثاتی زاویه های مکمل

α و β را مکمل گوییم هرگاه مجموع آنها °180 یا π رادیان شود. مثلاً دو زاویه °30 و °150 مکمل یکدیگر هستند. همچنین  دو زاویه 
α° آنگاه با توجه به مختصات نقطه ʺP و انتهای کمان زاویه  °150 که  = 30 π2 مکمل یکدیگر هستند. در شکل 2 اگر 

3
π و 

3
دو زاویه 

-π را به دست آورید.
4

نسبت های مثلثاتی 
کار در کلاس 5

فعالیت کلاسی 5

فعالیت کلاسی 6

sin (-30°) = -y = -sin 30°= -1
2

cos (-30°) = ……=……= 3
2

tan (-30°) = y
x

-  =  ……= ……

 cot (-30°) = …… = ……=……
در حالت کلی:

sin (-α) = -sin α
cos (-α) = cos α
tan (-α) = -tan α
cot (-α) = -cot α

............
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مکمل هریک از زاویه های زیر را مشخص کنید:

a) 75°	 b) -25°	 c) π
12

	 d) -π
4

π5 را مطابق نمونه به دست آورید.
6

نسبت های مثلثاتی زاویه 

sin sin ( ) sinπ π π= π - = =5 1
6 6 6 2 	

cos .....................................π =5
6 	

tan .....................................π =5
6 	

cot .....................................π =5
6

در حالت کلی:
  sin (π-α) = sin α

cos (π-α) = -cos α
tan (π-α) = -tan α
cot (π-α) = -cot α

کار در کلاس 6

کار در کلاس 7

در ربع دوم واقع است، نسبت های مثلثاتی زاویه °150 عبارت اند از:

sin 150° = sin (180°-30°) = y = sin 30°= 1
2 	

  cos 150° = cos (180°-30°) = -x = -cos 30°= 3
2 	

tan 150° = …….....…… =…….....…… 	
cot 150° = …….....…… =…….....…… 	

حاصل هریک از نسبت های مثلثاتی زیر را به دست آورید.

 tan π2
3

 = tan (π- π
3

) = …………

cos π3
4

 = cos (……..……) = …………
sin 120° = sin (180° - ……) = …………….…… = ………
cot (-120°) = -cot (………) = -cot (180° - ……) = ………
 cos (135°   )  = ………..……     = ……………….…   = ….……

فعالیت کلاسی 6
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  نسبت های مثلثاتی دو زاویه با اختلاف π رادیان

نسبت های مثلثاتی زاویه °210 را به دست آورید.
انتهای کمان زاویه °210 در ربع سوم واقع است. در ضمن °30+°180=°210 یعنی اختلاف 
α° آنگاه با توجه به  = 30 دو زاویه °210 و °30 برابر با π رادیان است. در شکل 2، اگر 

مختصات نقطه ‴P، نسبت های مثلثاتی زاویه °210 عبارت اند از:

sin 210° = sin (180° + 30°) = -y = -sin30° = -1
2

cos 210° = ………………    = -x = ………
tan 210° = sin

cos

°

°
210

210
 = ………

  
 
cot 210° = ………… = ………

π7 را مشخص کنید.
6

نسبت های مثلثاتی زاویه 

فعالیت کلاسی 7

کار در کلاس 8

در حالت کلی:
sin (π+α) = -sin α
cos (π+α) = -cos α
tan (π+α) = tan α
cot (π+α) = cot α

حاصل هریک از نسبت های مثلثاتی زیر را مطابق نمونه بیابید.

sin sin( ) sin° -
= + = - =

2
225 180 45 45

2
  

tan 225°=.................................. 
cos( ) cos...... cos( ......) ............... ...............- π

= = π + = =
4

3

فعالیت کلاسی 8
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  نسبت های مثلثاتی زاویه های متمم

رادیان شود. مثلاً دو زاویه30°  π
2  

دو زاویه α و β را متمم گوییم هرگاه مجموع آنها °90 یا 
و °60 متمم یکدیگر هستند. در این حالت مطابق جدول 3،

sin cos= =
1

30 60
2

 

cos sin= =
3

30 60
2

 

tan cot= =
3

30 60
3

 

cot tan= =30 60 3 

حال با توجه به جدول 3، چون زاویه ... متمم خودش است بنابراین:

sin …… = cos…… = ……

tan…… = cot…… = ……

π متمم یکدیگرند، لذا:
2

همچنین زاویه …… و
sin cos..... .....π

= =
2

tan cot ..... .....π
= =

2
در حالت کلی:

sin( ) cosπ
- α = α

2

cos( ) sinπ
- α = α

2

tan( ) cotπ
- α = α

2

cot( ) tanπ
- α = α

2

فعالیت کلاسی 9

sin( ) ......- π
=

7

6
..................................

cot( ) ......π
=

5

4
..................................
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در تساوی های زیر به جای x یک زاویه مناسب قرار دهید:
a) sin x=cos (20°+ x)

b) tan(x ) cot( x)π π
+ = +

4

18 18

π رادیان
2

  نسبت های مثلثاتی دو زاویه با اختلاف 

π2 را به دست آورید.
3

نسبت های مثلثاتی زاویه 

π یعنی اختلاف  π π= +2
3 2 6

π2 رادیان در ربع دوم واقع است. در ضمن 
3

انتهای کمان زاویه 
π رادیان است. لذا با توجه به علامت نسبت های 

2
π رادیان برابر با 

6
π2 رادیان و 

3
دو زاویه 

مثلثاتی در ربع دوم، نسبت های مثلثاتی این زاویه به صورت زیر به دست می آیند:

sin sin( ) cosπ π π π
= + = =

2 3

3 2 6 6 2

cos cos(..........) sin..... .....π
= = - =

2

3
cos (……) = -sin ….…… = ………

tan .................. cot ....... .......π
= = - =

2

3
……………= -cot ………=………

cot π =2
3

……………=………….…=……
در حالت کلی:

sin( ) cosπ
+ α = α

2

cos( ) sinπ
+ α = - α

2

tan( ) cotπ
+ α = - α

2

cot( ) tanπ
+ α = - α

2

کار در کلاس 9

فعالیت کلاسی 10

به عبارت دیگر: اگر دو زاویه متمم باشند آنگاه سینوس یکی با کسینوس دیگری و تانژانت یکی 
با کتانژانت دیگری برابر است.
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در نقاله مقابل به سئوالات 
زیر پاسخ دهید:

)sin 10° = sin 170° ً1 سینوس کدام دو زاویه برابر است؟                  )مثلا

٢ اختلاف کدام دو زاویه °90 می شود؟
نسبت های مثلثاتی یک نمونه را با استفاده از جدول 3 به دست آورید.

٣ آیا دو زاویه می توان یافت که دارای کسینوس یکسان باشند؟ چرا؟

٤ نسبت های مثلثاتی زاویه °180 را از روی مکمل آن بیابید.

٥ نسبت های مثلثاتی زاویه °135 را از روی مکمل آن بیابید.

دو  اگر  شود.  منطبق  هم  بر  آنها  انتهایی  اضلاع  هرگاه  گوییم  انتها  هم  را   β و   α زاویه  دو 
زاویه هم انتها باشند اختلاف آنها مضرب زوجی از π رادیان یا °180 است. مثلاً زاویه های 

  نسبت های مثلثاتی زوایا با مجموع یا تفاضل 2kπ رادیان )مضارب زوج π رادیان(

کار در کلاس ١٠

فعالیت کلاسی ١١
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نسبت های  این حالت  در   )3 )شکل   405°-45°=360° زیرا  هستند  انتها  هم   45° و   405°

مثلثاتی زاویه های °405 و °45 یکسان هستند. چون انتهای کمان زاویه °45 در ربع اول است 
بنابراین:

sin 405°=sin (360°+45°)=sin 45°= ......
cos 405°= ............  = ......= ......
tan 405°= ............  = ......= ......
cot 405°= ............  = ......= ......

π.... بنابراین دو 
= π -

5
2

3
π5 رادیان انجام دهید. چون 

3
حال همین بررسی را روی زاویه 

π5 هم انتها هستند )شکل 4(.
3

زاویه …… و 

π5 رادیان در ربع چهارم است، لذا:
3

چون انتهای کمان زاویه 

sin sin( ) sin( ) ....π π -π
= π - = =

5
2

3 3 3

cos .......π
=

5

3  
……………………………

tan .......π
=

5

3  
……………………………

cot π =5
3  

……………………………
،k در حالت کلی برای هر عدد صحیح

sin (2kπ±α) = ± sin α
cos (2kπ±α) =  cos α
tan (2kπ±α) = ± tan α
cot (2kπ±α) = ± cot α

شکل 3

شکل 4

مطابق نمونه هر یک از نسبت های مثلثاتی زاویه های زیر را مشخص کنید. )شکل 5(
sin 750°=sin(750°-2*360°) = sin 30°= 1__

2

1) cos 300°= ……                                  
2) sin 1110°= ……
3) tan (-225°)= ……                               
4) cot (-330°)= …… شکل 5

کار در کلاس 11
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1 آیا زوج زاویه های زیر قرینه اند؟

           a) 75° و - π5
12

           b) -90° 270 و°           c) 120° و - π8
12

           d) -π 0 و

e) π3
4

- و π9
12

٢ حاصل هر یک از عبارت های زیر را به دست آورید:
1) tan 135° + cot 120° =

2) sin cosπ π
- =

3 5

4 6

3) sin( ) tan( )- π - π
+ =

3 4

4 3
4) cos (-210°)+cot(240°)=

5) sin 630° + tan (-540°) =

 6) cos (-720°) + cot (-600°) + tan 720° - tan (-600°) =

7) sin( ) cos( )π π
- =

25 23

3 4

٣ جدول زیر را کامل کنید:

330°300°240°225°210°150°135°120°
زاویه

           نسبت

sin

cos

tan

cot

٤ بدون استفاده از ماشین حساب صحت تساوی های زیر را بررسی کنید.
1) sin 840°= sin 60°                                                 2) cos (-324°)= cos 36°

3) tan (-1000°) = tan 80°                                                                    4) sin 875°= sin 155°

کار با ماشین حساب
نمونه  مطابق  حساب  ماشین  از  استفاده  با 
نسبت های مثلثاتی زاویه های °15 و °75 را 
باید  حساب  )ماشین  بیابید.  تقریبی  طور  به 

در حالت درجه باشد(.
sin 75° = cos 15°  0/9659

نمونه  مطابق  حساب  ماشین  از  استفاده  با 
 π3
8

و   π
8

زاویه های  مثلثاتی  نسبت های 
حساب  )ماشین  بیابید.  تقریبی  طور  به  را 

باید در حالت رادیان باشد(.
sin cos /π π

=
3

0 020560
8 8



با  را  زیر  نسبت های  از  یک  هر  حاصل 
به   دست  تقریبی  به     طور  حساب  ماشین 

آورید.
tan 20° و sin π

15  
 و cos 105° و

tan π3
4

cos و  π5
9

 tan170° و 

تمرین های درس دوم

5) sin .......π
=

11

4                                   
6) cos( ) ......- π =7

4
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١ جدول زیر را کامل کنید. مجموعه زوج های مرتب حاصل در جدول یک تابع به صورت 
زیر مشخص می کند.

 
f ( , ) ,( ,...) , (.... , ....) , (.... , ....) , (.... , ....)π =  

 
00

6

نام نقطهy=sin xxمختصات نقطه

)0,0(00P1

……π
6P2

……π
2P3

……π5
6P4

……πP5

2 نقاط P1 تا P5 را در شکل 1 مشخص کنید.

به ترتیب به یکدیگر وصل کنید تا منحنی شکل 2 حاصل  ٣ نقاط حاصل در شکل 1 را 
شود. شکل حاصل نمودار تابع با ضابطهٔ y= sin x را در بازهٔ ]π , 0[ مشخص می کند.

شکل 1  

شکل 2  

فعالیت کلاسی 1

توابع مثلثاتی

درس سوم

 رسم تابع سینوس

جدول 1  
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٤ مراحل صفحه قبل را برای رسم نمودار تابع سینوس در بازهٔ ]2π و π[ انجام دهید. برای این کار ابتدا جدول زیر را کامل کنید و 
سپس نقاط حاصل در جدول را در صفحه مختصات مطابق شکل 3 مشخص نموده و آنها را به ترتیب به یکدیگر وصل کنید.

نام نقطهy=sin xxمختصات نقطه

)π,0(0πP5

……π7
6P6

……π3
2P7

…-1
2

π11
6P8

……2πP9

٥ با توجه به شکل های 2 و 3، نمودار تابع با ضابطه y= sin x در بازه ]2π و 0[ در شکل 4 رسم شده است. حال با توجه به شکل جدول 
زیر را در خصوص این تابع تکمیل کنید.

,π π  

3
2

2
, π π  

3

2
,π π  2

, π 
  
0

2

 1 به   0 از  سینوس  تابع  مقدار 
افزایش می یابد.

تابع در ربع اول صعودی است.

٦ با توجه به روابط بین نسبت های مثلثاتی که در درس قبل آشنا شدید، جاهای خالی را در تساوی های زیر پر کنید.
sin (x+2π)= sin x
sin (x+4π)= ……
sin (x+6π)= ……
sin (x-4π)= ……
            sin (x-8π)= ……
sin (x+2kπ)= …… (kϵ )
ملاحظه می کنید که مقدار تابع سینوس با اضافه یا کم کردن مقادیر زوج π به کمان آنها تغییری نمی کند. در این حالت می گوییم تابع سینوس 

متناوب است.

،f تابع دامنه  برای هر x در  که  به طوری  باشد  متناوب گوییم هرگاه عدد حقیقی چون T وجود داشته  را   f تابع 
f(x+T)=f(x)

عدد T را دوره تناوب تابع f می نامند و کوچک ترین مقدار مثبت T را در صورت وجود دوره تناوب اصلی تابع 
f می نامند که به طور خلاصه همان دوره تناوب f نامیده می شود.

شکل 3  

شکل 4  
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بنابراین تابع به ضابطهٔ y=sin x متناوب با دوره متناوب T=2π است. می دانید دانستن دوره تناوب یک تابع چه اهمیتی دارد؟
در شکل 5 نمودار تابع سینوس در 4 تناوب رسم شده است. شکل را کامل کنید.

٧ با توجه به شکل 5 جاهای خالی را در خصوص ویژگی های تابع با ضابطهٔ y=sin x کامل کنید.
a( دامنه تابع سینوس ....... و برد آن ....... است.

b( با توجه به فرمول های زاویه های قرنیه، تابع سینوس تابعی ..... است و لذا نمودار تابع نسبت به مبداء مختصات ..... است.
 ،x= π

2
±2kπ و در حالت کلی x=...... ،x=..... ،x=.....،x= π

2
c( حداکثر مقدار تابع سینوس برابر با ...... است که طول های 

kϵ، حاصل می شود.
kϵ ، حاصل می شود  ،x=±2kπ حداقل مقدار تابع سینوس برابر با ..... است که طول های )d

kϵ ، برابر با ..... است.  ،x=kπ مقدار تابع سینوس  در طول های )e

شکل 5  

مشخص کنید هر یک از توابع با ضابطه های داده شده دارای کدام نمودار است؟

1) y=2sinx                       2) y=|sinx|                          3) y sin(x )π
= -

2
                                 4) y= -sinx+1

(a)                                                 (b)                                                    (c)                                         (d) 	   

کار در کلاس 1
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١ جدول زیر را کامل کنید تا مجموعه زوج های مرتب زیر حاصل شود.
f={(0,1),(            ,            ), (            ,            ), (            ,            ), (            ,            )}

نام نقطهy=cosxxمختصات نقطه

)1,0(10P1

( , / )π
0 7

4
/2

0 7
2


π
4

P2

..............π
2

P3

..............π3
4P4

..............πP5

این مجموعه یک تابع را مشخص می کند. )چرا؟(
٢ نقاط جدول فوق را در صفحه مختصات مشخص و به ترتیب آنها را به یکدیگر وصل 
کنید تا شکل 6 حاصل شود. به این ترتیب نمودار تابع کسینوس در بازه ]π,0[ رسم می شود.

x و تکمیل جدول،  , , ,π π π
= π
5 3 7

2
4 2 4

٣ با افزودن نقاطی به جدول فوق با طول های 
نمودار تابع کسینوس را در بازه ]2πو0[ به صورت شکل 7 به دست آورید. حال با توجه به 

این شکل جدول زیر را برای تابع با ضابطهٔ y=cosx کامل کنید.

[ , ]π
π

3
2

2
[ , ]π
π

3

2
[ , ]π

π
2

[ , ]π
0

2

مقدار تابع کسینوس از 1 به 0 کاهش می یابد.

تابع در ربع اول نزولی است.

شکل 6  

شکل 7  

فعالیت کلاسی 2

 رسم تابع کسینوس
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 y=cosx ٔبا ضابطه تابع  که  دید  می توان  قبلی  فعالیت کلاسی  در  تابع سینوس  با  مشابه   ٤
متناوب با دوره تناوب ..... است. در شکل 8 نمودار تابع کسینوس در 4 تناوب رسم شده 

است. شکل را کامل کنید.

٥ با توجه به شکل 8 جاهای خالی را در خصوص ویژگی های تابع با ضابطهٔ y=cosx کامل 
کنید.

a( دامنه تابع کسینوس ....... و برد آن ........ است.
b( با توجه به فرمول های زوایای قرینه، تابع کسینوس تابعی زوج است و لذا نمودار تابع نسبت 

به ....... متقارن است.
kϵ ، حاصل   ،x=2kπ طول های  در  که  است   ....... کسینوس  تابع  مقدار  c( حداکثر 

می شود.
حاصل   ............ طول های  در  که  است   ...... کسینوس  تابع  مقدار  حداقل   )d

می شود.
e( مقدار تابع کسینوس در طول های .......... برابر با صفر است.

شکل 8  

مشابه نمونه، نمودار هر یک از توابع با ضابطه های داده شده را رسم کنید. )شکل 9(
y=3cos x

1) y cos(x )π
= +

4
                                              2) y=cos (-x)-1

 
٣) y= |cosx|                                                           4) y= cos (x-1)+1

کار در کلاس 2

شکل 9
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1 مشخص کنید آیا نمودار زوج توابع با ضابطه های زیر بر هم منطبق هستند یا خیر؟

1) y sin x , y cos(x )π
= = -

2

2) y cos x , y sin( x)π
= = +

2
3) y= cos x   ,    y= cos (2π-x)
4) y= sin x   ,    y= sin (5π-x)

٢ نمودار هر یک از توابع با ضابطه های داده شده را در صفحه مختصات رسم کنید.

1) y=1+sin (x+1)	                2) y cos(x )π
= +

2

3) y= |1-sinx|			   4) y cos( x)π
= + -
2

5) y sin x=
1

2
			   6) y=2cos x+1

3 با توجه نمودار توابع سینوس و کسینوس، مشخص کنید هریک از دو نمودار زیر دارای 
کدام یک از ضابطه های داده شده هستند؟

 اصوات به صورت مخلوطی از موج های 
مختلف  بسامدهای  با  شکل  سینوسی 

می توانند نمایش داده شوند.

 دانشمندان ایرانی ــ اسلامی نقش مؤثری 
در علم مثلثات ایفا نمودند. در اوایل قرن نهم 
جداول  خوارزمی  موسی  محمدبن  میلادی 
سینوس،  مثلثاتی  نسبت های  از  دقیقی 
نمود.وی  معرفی  را  تانژانت  و  کسینوس 
پیشگام  کره  روی  مثلثات  بحث  در  همچنین 
ابوالوفا بوزجانی  بود. در قرن دهم میلادی 
و  داد  توسعه  را  مثلثاتی  نسبت های  جداول 
نسبت های  محاسبه  برای  جدیدی  روابط 
مثلثاتی و حل مثلث ارائه نمود. در موضوع 
روش مثلث بندی ریاضی دانان مسلمان اولین 
افرادی بودند که سهم بسزایی در توسعه آن 
در  بیرونی  ابوریحان  آنها  جمله  از  داشتند 
روش  وی  بود.  میلادی  یازدهم  قرن  اوایل 
مثلث بندی را برای اندازه گیری کره زمین و 
محاسبه فاصله بین مکان های مختلف معرفی 
کرد. در اواخر قرن یازدهم میلادی عمر خیام 
با به کارگیری جداول مثلثاتی معادلات درجه 
سوم را حل نمود. در قرن سیزدهم میلادی 
بود  فردی  اولین  طوسی  خواجه نصیرالدین 
که مثلثات را به عنوان یک سبک ریاضی در 
نگارش درآورد. وی که یک  به  کتاب خود 
ستاره شناس بود مثلثات کروی را مورد توجه 
قرار داد و قوانینی در این شاخه ارائه نمود. 
در قرن پانزدهم میلادی غیاث الدین جمشید 
حل  بحث  در  را  جدیدی  قوانین  کاشانی 
مثلث و مثلث بندی مطرح کرد. وی همچنین 
مثلثاتی  توابع  در جدول  تابع سینوس  مقادیر 
 ،3º ،2º ،1º را تا 8 رقم اعشار برای زوایای
.....، 90º محاسبه نمود. وی عدد پی را تا 

16 رقم اعشاری ارائه نمود.

موج با بسامد 
پایین تر

موج با بسامد 
بالاتر

تمرینهای درس سوم

	y= 2cosx+1 (الف y= 2sinx-1 (ب
	y= 2-cosx (ج y= sinx-2 (د

4 کدام یک از توابع با ضابطه های زیر زوج و کدام یک فرد هستند؟

y= sin (الف x
x 	 y= sinx.cosx (ب

	y= x.cosx (ج y= 1+cosx (د
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درس دوم

درس سوم
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مسابقات جام حذفی فوتبال ایران در فصل 94ــ93 باشرکت 32تیم ودر پنج مرحله بازی از یک شانزدهم نهایی تا فینال به صورت زیر 
برگزار شد. همان طور که می بینید در هر مرحله تیم برنده به مرحلهٔ بعدی می رود وتیم بازنده حذف می شود. )به همین دلیل جام حذفی 

نامیده می شود.(

فعالیت کلاسی ١

فولاد نوین	
 	 استقلال 	

پارسه تهران 
فولاد

فجرسپاسی 	
استقلال خوزستان

ذوب آهن 	
	 پیام چغادک بوشهر

گل گهر سیرجان	 
	 سپاهان	

نفت م.سلیمان
نیروی زمینی
پرسپولیس	

کارگر بنه گز بوشهر	
راه آهن 	

	 پاس	
استقلال اهواز 

نفت تهران
شهرداری اردبیل 	

	 صبای قم	
صنعت ساری 	

ملوان
پیکان 	

	 بهمن شیراز	
پدیده	

خونه به خونه	
گسترش فولاد 	

		 شهدای ارتش اصفهان
تراکتورسازی 
کارون اهواز

کیان بختیاری شهرکرد	
سایپا

ذوب آهن
)قهرمان(

ذوب آهن

نفت تهران

ذوب آهن

		  
پرسپولیس 

		
نفت تهران

		
پدیده

استقلال

	
ذوب آهن

	 	
گل گهر سیرجان

	
پرسپولیس

	 	
نفت تهران

	
صنعت ساری	

پدیده

	
تراکتورسازی

استقلال

پارسه تهران

استقلال خوزستان

ذوب آهن

گل گهر سیرجان

نفت م.سلیمان

پرسپولیس

راه آهن

نفت تهران

شهرداری اردبیل

صنعت ساری

پیکان

پدیده
	

گسترش فولاد

تراکتورسازی

سایپا

تابع نمایی و ویژگی های آن

درس اوّل

فعالیت کلاسی 1
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1 درفینال چند تیم حضور دارند؟.....................................................................................................
	..................................................................................... ٢ در مرحلۀ قبل از فینال چند تیم حضور دارند؟
٣ تعداد تیم ها در هرمرحله با تعداد تیم ها در مرحلۀ قبل از آن چه ارتباطی دارد؟....................................................
................................. ٤ چه رابطه ای بین تعداد مراحل و تعداد کل تیم های شرکت کننده در این مسابقات برقرار است؟ 
............................ ٥ باتوجه به الگوی ارائه شده درشکل، اگر تعداد مراحل برابر 6 باشد، تعداد تیم های اولیه چند تاست؟
................................................. ٦ اگر تعداد مراحلx وتعداد کل تیم ها y باشد، چه رابطه ای بین xوy برقرار است؟

1 جدول روبه رو را کامل نمایید.         

٢ نقاط جدول فوق را در نمودار روبه رو مشخص نموده و به هم وصل کنید.

٣ آیا نقاطی دراین جدول وجود دارد که دارای طول یکسان باشند؟

٤ جدول زیر را کامل نمایید.

37
323

211
40− 1

3-1−3
2-2−5

2-3-4x

....∼5....∼2/8...∼1/2...∼0/81
2∼0/3....∼0/171

8
....2X

3210-1-2-3x

8......2......1
2......1

82X

فعالیت کلاسی 2

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

0

1

2

3

4

5

6

7

8
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1 نمودارهای توابع y=x2 وy=2x  را با تکمیل جدول های زیر رسم نمایید. 

5
223

211
20−1

2-1−3
2....−5

2x

6/25....2/2510/2500/2512/2546/25y= x2

5
2211

20−1
2-1−3

2-2-3x

∼5/6842........∼0/71
2∼0/3....1

8
y=2X

کار در کلاس 1

هم  به  و  نموده  مشخص  روبه رو  نمودار  در  را  فوق  جدول  نقاط   ٥
وصل کنید. ..............................................................
وجود دارد که دارای طول یکسان باشند؟

 
٦ آیا نقاطی در این جدول

........................................................................... 

٧ آیا به نظر شما این دو نمودار نشان دهندهٔ یک تابع هستند؟ چرا؟
...........................................................................

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

3
2

7
3

3
2

- 1
3

-5
2

- 1
4

-

تعریف: هر تابع با ضابطهٔ y=aX که a∈IR وa≠1 ,a<0، و تابع نمایی نامیده می شود. مانند: y=2X و y=3X و

)y= xو... )1
4

=y و ( )X1
2   
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درشکل روبه رو نمودار تابع نماییy=2X رسم شده است .
1 محل تقاطع این نمودار با محور عرض ها چه نقطه ای است؟

........................................................................

٢ دامنه وبرد این تابع را به صورت بازه بنویسید.
........................................................................

٣ آیا این تابع یک به یک است؟ چرا؟
........................................................................

٤ دراین نمودار، مقدارm نشان دهندهٔ چه عددی است؟ مقدار تقریبی 
آن را با استفاده از نمودار به دست آورید.

........................................................................

فعالیت کلاسی 3

2X نمودارx2نمودار   

-3 -2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

m ?=

7

/72 6 3

. ........................... را مشخص کرده و مقدار تقریبی آن را با استفاده از نمودار به دست آورید. 52 ٥ به صورت مشابه، عدد 
٦ به نظر شما کدام یک از اعداد زیر بین23 و22 قرار دارند؟

1) 2-1 	2) 25 	3) 
5
22 	4) 

3
22  	

٧ کدام یک از اعداد زیر بین 20/5و20/1قرار دارند؟ 
1) 2-0/3 	2) 20/3 	 3) 20/8 	4) 20 	

٨ درحالت کلی اگر x<y، چه رابطه ای بین 2X و2y برقرار است؟ ......................................................................
........................... ٩ فرض کنیم رابطهٔ  2X>2y>2Zبرقرار است، با توجه به سؤال 8، چه رابطه ای بین xو y وz برقرار است؟ 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-1

0

1

2

3

4

5

6

٢ حال این دو نمودار را دریک دستگاه مختصات رسم کنید. 
...................... ٣ در چه نقاطی مقادیر2Xوx2 باهم مساوی هستند؟ 
٤ درx2،  متغیر در.....و عدد ثابت در.....است ولی در2X،.... درتوان

 و....درپایه است.
راهنمایی: نمودارهای توابع با ضابطه  های y=2X  و y=x٢  به صورت زیر 

می باشند:
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نمودار تابع y=3X با استفاده از نقاط جدول زیر رسم شده است. 

y=3Xx
1
9-2

∼ 0/19−3
2

1
3-1

10

∼1/71
2

31

1 جدول زیر را کامل نمایید و با استفاده از آن نمودار تابع  y=4X را رسم نمایید.

y=4Xx
1
4.....

1
2

−1
2

.....0

.....1
2

83
2

کار با ماشین حساب
xy وجود  در اغلب ماشین حساب ها دکمه 
مقادیر  توانید  می  آن  از  استفاده  با  که  دارد 
برای  آورید.  دست  به  را  دار  توان  اعداد 
مثال جهت محاسبهٔ 25، ابتدا عدد 2 را وارد 
xy و بعد عدد 5 و  می کنید و سپس دکمهٔ 
سپس دکمهٔ تساوی را فشار می دهید که عدد 
طبیعی  توان،  عدد  اگر  می شود.  ظاهر   32
می دهیم.  قرار  پرانتز  داخل  را  آن  نبود، 
تذکر: دربرخی از ماشین حساب ها به جای 
8 وجود دارد  دکمهٔ xy ، نمادی به صورت 

که همان کار را انجام می دهد.
از  استفاده  با  را  زیر  مقادیر  تمرین،  برای 
ماشین حساب به دست آورید.)تا یک رقم 

اعشار(

1( 22

2( 82  
3( 20/1 
4( 2-0/5

5( +1 32

→ → → → → → →( )yx /2 2 2 6=

کار در کلاس 2

٢ دامنه وبرد توابع فوق را باهم مقایسه کنید...........................................

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

6
x3

-2 -1 0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5

6

7

8
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)y= x را رسم کنید. )1
2 1 با استفاده از جدول زیر، نمودار تابع 

……3……10……-2-3x

……1
8

1
16……12…………y= x( )1

2

٢ محل تقاطع نمودار این تابع با محور yها چه نقطه ای است؟
....................................................................

٣ دامنه و برد این تابع را بنویسید.
....................................................................

٤ آیا این تابع یک به یک است؟چرا؟
....................................................................

....................................................................

٥ با استفاده از نمودار فوق، درجاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.

)الف
  

/( )0 51
2  

/( )1 51
2

   
                              

)ب
 
( )−41
2  

  ( )41
2                                

)ج ( )31
2

( )41
2                                                    

     
وجود دارد؟ ...........................................................................

 
x( )1

2
 و

y( )1
2  

٦ اگر x>y، چه رابطه ای بین

فعالیت کلاسی 4

٣ با استفاده از نمودار، درجاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.
32/5 )الف

7
33 )ب   	 74  54 	

٤ اگر x<y،در جاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.
3X   3y)الف 4X   4y(ب	 	

0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

6

7

8

-1-4 -1-2-3 4
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1  اگر اعداد سطر اول کوچک و کوچک تر شوند آیا صفر در سطر دوم ظاهر می شود؟ 
.............................................................................................................................................

محور xها را قطع می کند؟ چرا؟
 

x( )1
2  

از آن عبور کند؟ یا به عبارت دیگر آیا نمودار x( )1
2  

٢  آیا نقطه ای روی محور xها وجود دارد که نمودار
..............................................................................................................................................

=y داریم:  x( )1
2

درتابع با ضابطهٔ

( )2001
2

( )1001
2

( )501
2

( )101
2

( )51
2

( )21
2

( )11
2x

……………………∼0/030/250/5y= x( )1
2

↓              ↓                ↓                    ↓                     ↓                   ↓               ↓  

=y را رسم نمایید. x( )1
3

نمودار تابع

 )Geo Gebra(نرم افزار جئوجبرا
 Geo( جئوجبرا  افزار  نرم  از  استفاده  با 
Gebra( می توانید نمودارهای توابع نمایی 
کار  این  برای  نمایید.  رسم  راحتی  به  را 
کرده  تایپ  را  تابع  دستور، ضابطهٔ  نوار  در 
وکلید Enter را بزنید. در پنجرهٔ گرافیکی، 

نمودار مطلوب نمایش داده می شود. 

کار در کلاس 3

کار در کلاس 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4
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 توان های حقیقی

درسال دهم، با قوانین مربوط به اعداد توان دار با توان های گویا وپایه های حقیقی مثبت آشنا 
شدید. این قوانین برای توان های حقیقی نیز برقرار است. یعنی اگر xوy دو عدد حقیقی مثبت 

و r وs دو عدد حقیقی باشند، داریم: 
1) x0=1
2( x-r= rx

1

3) xr*xs=xr+s

4) (xr) s=xrs

5) (xy)r=xr.yr

 
6) r r

r
x x( )y y

=
 
(y≠0)

7) r r s
s

x x
x

−=
 
(x≠0)

با توجه به مطالبی که در این درس آموخته اید، جملات زیر را تکمیل نمایید. 
1 دامنهٔ تابع  y=ax ( a >1 ) اعداد حقیقی وبرد آن ........... است. 

٢ دامنهٔ تابع y=ax ( a <1 >0) ........... وبرد آن بازهٔ (∞+ و0) است.
٣ نمودار این دو تابع محورyها را درنقطهٔ ........... قطع می نماید و محور xها را در هیچ 

نقطه ای قطع نمی کند.
٤ این دو تابع، یک به یک ........... زیرا خطوط موازی محورxها، نمودار آنها را رقطع 

می کند.
٥ نمودار این توابع در حالت کلی مشابه نمودارهای زیر می باشد. مختصات نقاط زیر را 

تکمیل نمایید. 
A(-1,.........)  ,  Aʹ(-2,.........)
B(0,.........)   ,   Bʹ(........., a

1 )
C(........., a)   ,   Cʹ(2,.........)

فعالیت کلاسی 5

-2 -1 0 1 2

y

a

B

C

A

xy a (a )= >1

-2 -1 0 1 2

y

a
1

A′

B′
C′

xy a ( a )= < <0 1
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  معادلات و نامعادلات نمایی

معادلۀ نمایی
  2x=28وبه عکس. مثلاً تساوی x=y آن گاه ،bx=by یک عدد مثبت باشد و b اگر

.x=8 نتیجه می دهد که

مثال: معادله های زیر را حل کنید.

= 32x -3=81 → 32x-3=34 → 2x-3=4 →x )الف
 
7
2

22(2x-1=)23(x+1 → 4x-2=3x+3 → x=5( → 42x-1=8 x+1 )ب

53n-1=1252n+1 → 53n-1=56n+3 → 3n-1=6n+3 → n= −4 (ج
3

مثال: 

>43p-1 )الف 1
256

→ 43p-1<4-4 → 3p-1<-4 → p<-1

  ≤2x-3 )ب
3

1
32

 → 2x-3≥)2-5(3 → x-3≥-15 → x≥-12

)n )ج ) +2 51
3  

> ( )71
3

→ 2n+5<7 → 2n<2 → n<1

تمرین های درس اول

نامعادلۀ نمایی:
.x>4 5 آن گاهX>54 مثلاً اگر.x ≥ y اگر وتنها اگر bx ≥ by آن گاه ،b<1اگر

 
همچنین اگر b>1<0، آن گاه bX ≥ by  اگر وتنها اگر x ≤ y. مثلاً اگر 

.x≥3 آن گاه  x( )1
2  ≤ ( )31

2

1 نمودار هر دسته از توابع زیر را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و وضعیت آنها را 
نسبت به هم مقایسه کنید.

y=2x )الف و	 	y=3x و	 	y=5x 	

)y= x )ب )1
2

و	 	y= x( )1
3

و 	  	y=
	

x( )1
4

2 کدام یک از توابع یا نمودارهای زیر،متعلق به یک تابع نمایی است؟ 
y=2x2-3x+1 )الف y=x3 )ب	 	
=y )ج x

x
−
+
1

2 1
y-3x=2 )د	 	
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	 )و	 )هـ

3 کدام یک از جدول های زیر، نقاط متعلق به نمودار یک تابع نمایی را مشخص می کند؟ 	

3210-1xالف(
6416411

4y

5310-1-2x
)ب

11731-1-3y

320-2-3xج(
1
27

1
90927y

3210-1xد(
8

125
4
25

2
515

2y

3210-1-2x
)هـ

26112-1211y

٤  کدام یک از نقاط زیر روی نمودار تابع با ضابطهٔ y=3x قرار دارند.
)1,0( )الف )3,1( )ب	 )0,1( )ج	 	
( )د 3 , 1

3
( )1,3( )ه	ـ ,1-( )و	 1

3
 ( 	
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٥  کدام گزاره صحیح است؟ 
( روی نمودار y= 5X قرار دارد. 1

2
,  5 الف(  نقطهٔ )

ب( محل تقاطع نمودارy=10X با محور yها، نقطهٔ )0,10( است.
ج( دامنهٔ توابعy=2x وy=x2  مساوی هستند.

د( محل تقاطع نمودارy=6X  بامحور xها، نقطهٔ )6,0( است.

٦  معادلات ونامعادلات نمایی زیر را حل کنید.

=3n-2 2 )الف
2

1
32

3y-3=27 2y+1 9 )ب	 =3x+2 4 )پ	
3

1
64 		

2x+3 ≥ 125 5 )ت 6x-5<81 3 )ث	 2a-6 ≥ 16 3a-1 4 )ج	 	

3x+2 < 27 2x-1 3 )چ ( )ح	 1
3

( 2x-3  ≤ 3-x ( )خ	 1
5

(n > ) 1
25

(2n-1 	
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بسیاری از اندازه گیری ها در علوم مختلف، طیف وسیعی از اعداد را در بر می گیرد که برای 
سادگی محاسبات، می توان آنها را توان هایی از یک عدد خاص در نظر گرفت و اندازه های 
بسیار بزرگ را در ابعاد بسیار کوچک تری نشان داد و یا اندازه های بسیار کوچک را در ابعاد 
مناسب نمایش داد. کاربرد این ساده سازی محاسبات در علوم مختلف مانند فیزیک، شیمی، 

زیست شناسی، زمین شناسی و ... مشهود است.

در درس اول با تابع نمایی با ضابطهٔ f(x)=2x و نمودار آن آشنا شدید. همان طور که مشاهده 
کردید این تابع یک به یک و در نتیجه وارون پذیر است. نمودار این تابع f و وارون آن f  -1 در 

دستگاه مختصات زیر رسم شده است که نسبت به خط y=x قرینه هستند.

از   1614 سال  در  لگاریتم گیری  روش 
سوی جان نپر در کتابی با عنوان »توصیفی 

بر قانون شگفت انگیز لگاریتم« ارائه شد.

  تابع لگاریتمی

نمودار )1(

فعالیت کلاسی 1

تابع لگاریتمی و لگاریتم

درس دوم

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

f

f1
h

A

B

C

D

E

H

I

J

K

L

M

F

y=x
f

f

( , )3 8

(  , )8  3

( , )2 4

( , )4 2

( , )1 2

( , )2 1

( , )0 1

( , )1 0

( , )−
1

1

−1

2( , )−
1

2
4

( , )−
1

2
4

( , )−
1

1
2



فصل ٥    توابع نمایی و لگاریتمی

14

1 دامنه و برد دو تابع f و f    -1 در نمودار )1( را به دست آورید.
	.............................................................................................

٢ با توجه به نقاط f و f     -1 در نمودار )1( ،جاهای خالی را تکمیل کنید.

1) f (-2)= 1__
4         3) f (-1)= .........       5) f (0)= .........      7) f (2)= .........

2) f -1 ( 1__
4 )= ......  4)f  -1 ( 1__

2 )= .........    6) f -1 (1)= .........    8) f    -1 (4)= .........

نمودار تابع با ضابطهٔ f(x)=3x در دستگاه مختصات زیر رسم شده است.
1 با توجه به نقاط نمودار f، نمودار f  -1 را رسم کنید.

کار در کلاس 1

2 دامنه و برد دو تابع f و f    -1 را به دست آورید.
	............................................................................................

3 با توجه به نقاط f و f    -1 در نمودار )2(، جاهای خالی را تکمیل کنید.

1) f (-2)= 1__
9          3) f (0)= .......        5) f (1)= .......       7) f (.......)= 9

2) f -1 ( 1__
9 )= ....... 4) f  -1 (1)= .......    6) f -1 (.......)= 1   8) f -1 (9)= .......

نمودار )2(

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

f

h

A

C

D

B

( , )2 9

( , )1 3

y=x

( , )−
1

1
3

( , )0 1
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 تذکر

log )می خوانیم لگاریتم x در مبنای 3( نشان می دهیم  x3 در کار در کلاس f  -1(x) ،1 را به صورت 

__1 در مبنای 3 برابر 2- 
9 )f  -1 به معنای آن است که مقدار عددی لگاریتم  1__

9 و مثلاً تساوی 2- =(

log ( ) = −3
1

2
9

است، یعنی:  

alog نشان می دهیم و  x تعریف: وارون تابع نمایی با ضابطهٔ f  (x)= ax را به صورت 
.a در مبنای x می خوانیم: لگاریتم

 تذکر

اگر f  (x)= ax آنگاه  f    -1(x) = logax و اگر f    (x) = logax آنگاه f  -1(x)= ax. در تابع نمایی 
با ضابطهٔ a ،f  (x)= ax همواره عددی مثبت و مخالف 1 است، در تابع لگاریتمی با ضابطهٔ 
y = logax نیز a همواره عددی مثبت و مخالف 1 است همچنین مقادیر تابع نمایی همواره 

مثبت است بنابراین مقدار x نیز در logax همواره مثبت است.

در شکل های زیر نمودار توابع با ضابطه های f  (x)=4x و f  (x)= 5x و وارون آنها رسم شده 
است. نمودار هر کدام از این توابع و وارون آنها را مشخص کنید و ضابطهٔ توابع وارون آنها 

را بنویسید.

کار در کلاس 2

)1( )2(

-1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

f

-2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

f

 52  

3
22
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 لگاریتم یک عدد

فعالیت کلاسی 2

نمودار تابع با ضابطهٔ f    (x) = log2x را در نظر بگیرید:

1 با توجه به نقاط مشخص شده روی نمودار )3( جاهای خالی را پر کنید.

1) log = −2
1

2
4

          2) log ( ) =2
1

2
 .......    5) log28 = .......

3) log2
.......= 0             4) log.......4= 2

نمودار )3(

)3( )4(

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

0

1

2

3

4

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4 5 6 7 8

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

H

I

J

K

L

M

log 7
2

log3
2

1
2

1
4
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log23 بین کدام دو عدد است؟ ........................................ ٢ با توجه به نمودار 

log27  3 بین کدام دو عدد است؟ به کدام یک نزدیک تر است؟ ............................
log چیست؟ ................................................ ( ) = −2

1
2

4
4 مفهوم تساوی 

چطور  را   log216 حاصل  بگویید  حال  می آید«.  به دست   1
4

عدد  برسد،   -2 توان  به   2«
می توانیم به دست آوریم؟ 

» می گوییم 2 به توان چه عددی برسد و عدد ....... به دست آید. این عدد برابر است با ........ 
.log216 = بنابراین

جملات فوق را به زبان ریاضی می نویسیم:
log216 = m    → 2m = 16

٥ حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

1) log 2
1

8
= ............................

2) log 1
2

16 = ...........................

3) log381 = .............................

4) log464 = .............................

5) log 1
5

125 = .........................

٦ جاهای خالی را تکمیل نمایید.

نمودار )4(

جدول روبه رو را تکمیل نمایید.

کار در کلاس 3

−1
1

9
27

( )2
1

81

xlog
3

log = → =8
0

1 0 8 1103 =1000    →  log101000 =3

log ( ) −= − → =4
2

1
4 2

16 .......log= → =
1
2

99 3 3 .......

log5125 =3  →      53  = ......log= → =3
44 64 64 .......

log = − →1
3

27 3 .......= .......25 =32    →  .......= ......

به طور کلی اگر ay=x آن گاه logax = y و به عکس.
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f را با استفاده از جدول )1( رسم کنید. (x) log x= 3 1 نمودار تابع با ضابطهٔ 

9311__
3

1__
9x

.......1..............-2f (x) log x= 3

y yx : y log ( ) y−= = → = → = → = −2
3

1 1 1
3 3 3 2

9 9 9

2 دامنه و برد این تابع را به دست آورید...................................................
3 مقدار تقریبی log35 را به دست آورید.

کار در کلاس 4

کار در کلاس 4

y را در نظر بگیرید. log x= 1
2

1 نمودار تابع 

4211

2

1

4x

-2-1012y log x= 1
2

-1 0 1 2 3 4 5 6

-2

-1

0

1

2

3

A
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............................................................................. 2 دامنه و برد این تابع را با توجه به نمودار آن به دست آورید.
3 مقادیر تقریبی اعداد زیر را به دست آورید.

log ــ1 ( )1
2

3

2
 
~

~ log0/5(3/5) ــ2
log ــ3 ( )1

2

6
 
~

کار در کلاس 5

نمودار چند تابع لگاریتمی در زیر رسم شده است. ضابطهٔ مربوط به هر کدام را بنویسید.

-2 -1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3
xlog
1
2

-1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3

-1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3

                                                                                                    )ب                                                                                                                                      )الف

-2 -1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

51
5

-2 -1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3

1
3

                                                                                                    )ت                                                                                                                                      )پ
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 تذکر 

اگر a عددی مثبت و مخالف 1 باشد داریم: a0=1 بنابراین همواره:
 loga10 = 0

یعنی تمام نمودارهای لگاریتمی از نقطهٔ )0 و 1( عبور می کنند.

با توجه به مطالبی که تا به حال خوانده اید، جملات زیر را تکمیل کنید.
1 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ y = logax (a > 1)، اعداد حقیقی مثبت و برد آن ....... است.

2 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ  y = logax (a < 1 > 0)، بازه ....... و برد آن ....... است.
3 نمودار دو تابع قسمت 1 و 2 محور xها را در نقطهٔ ....... قطع می کند و محور yها را قطع نمی کند.

4 این دو تابع، 1-1 ....... زیرا خطوط موازی محور xها، نمودار آنها را ....... قطع می کند.
5 وارون تابع نمایی، تابع ....... است و وارون تابع لگاریتمی، تابع ....... است.

فعالیت کلاسی 3

-1 0 2 3

-2

-1

0

1

1

2

3

4 5

1
5

-2 -1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3

1
3

                                                                                                    )ج                                                                                                                                      )ث

-1 0 2 3 4

-2

-1

0

1

1-2

x
ay log=

( )a< <0 1

-2 -1 0 2 3 4

-1

0

1

1

2

3

x
ay log=

( )a >1

نمودار تابع لگاریتمی در حالت کلی به صورت زیر هستند:
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 تذکر

لگاریتم در مبنای 10 را لگاریتم اعشاری می نامیم. در این حالت معمولاً مبنا نوشته نمی شود 
.log a می نویسیم log109 یعنی به جای

 ویژگی های لگاریتم

1 اگر a < 0 و a ≠ 1 همواره داریم:

 loga1 = 0    و    logaa = 1    و    alog ( )
a

 = −
1

1

2 برای اعداد حقیقی و مثبت a و b و c ≠ 1( c( داریم:
logcab = logca + logcb

اثبات:

c clog a m , log b n= = → cm= ....... , cn= ....... →  cm*cn=c...= .......

از طرفی
 

... t m n
clog ab t c ab c c += → = → = t = m+n →  ...... clog a  + .......

مثال:
log10100 = log10(4 * 25) = log104 + log1025

3 برای اعداد حقیقی و مثبت a و b و c ≠ 1( c( داریم:

c c c
alog ( ) log a log b
b

= −

اثبات:
cطبق 2 c c c

a alog ( ) log b log ( ) b log a
b b

+ × =

c c c
alog ( ) log a log b
b

→ = −

را محاسبه کنید. می دانیم log1010 =1 و نیز   log105 ، مقدار  log /≈102 0 3 مثال: اگر 
log1010 = log10(2 * 5) = log102 + log105. بنابراین:

log log log / /+ = → ≈ − =10 10 102 5 1 5 1 0 3 0 7

فعالیت کلاسی 4

ابداعات  مهم ترین  از  یکی  لگاریتم  ابداع 
کردن  ساده  در  آن  کاربرد  و  است  ریاضی 
محاسبات است. با لگاریتم، عمل ضرب به 
جمع و عمل تقسیم به تفریق تبدیل می شود.
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٤ اگر a و b اعدادی حقیقی و مثبت و a ≠ 1 و n یک عدد طبیعی باشد، داریم:
n

a alog b n log b=

اثبات:


n
n

a a a a a
n

log b log b b log b ... log b n log b= ⋅⋅ ⋅ ⋅ = + + =


بار

بار

کار در کلاس 6

اگر log2 ≈ 0/3 و log3 ≈ 0/3، مقادیر تقریبی اعداد زیر را به دست آورید.

1) log12  = …………                                 4) log =
25
18

 
…………

2) log0/75 = …………                                5) log =
3 6

 
…………

3) log =5
 …………

                             6) log =
4
27

5
 
…………

 معادلات لگاریتمی

برای حل معادلاتی که شامل لگاریتم است می توانیم از ویژگی های لگاریتم و یا تبدیل آن به 
تساوی نمایی استفاده کنیم.

x= 25=32  :می توان نوشت log2x = 5 مثلاً برای حل معادلهٔ لگاریتمی

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

1) log x =5 3                         3)  log3243 = 2x +1

2) log ( x )+ =2 2 1 3              4) log (x )− =3 1 4

ممکن است در حل معادلات لگاریتمی در طرفین تساوی لگاریتم داشته باشیم، مثلاً:
log x log x− =3 32 1

کار در کلاس 7

دربارهٔ  فرانسوی  بزرگ  دانشمند  لاپلاس 
لگاریتم گفته است:

به  که  ستایش  قابل  است  ابزاری  »لگاریتم 
به چند روز کاهش  ماه  کار چند  آن  کمک 
برابر  دو  را  شناسان  اختر  عمر  می یابد، 
و  می گذرد  کوچک  از خطاهای  و  می کند 
ریاضی  نشدنی  جدا  و  طولانی  عبارات  از 

بیزار است.«
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معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

1  log (x ) log ( x ) x x x+ = − → + = − → =5 56 2 3 6 2 3 9

که x=9 برای هر دو لگاریتم قابل قبول است.

2  [ ]log (x ) log (x ) log (x )(x )+ + + = → + + =5 5 56 2 1 6 2 1

→  (x + 6)(x+2)=51=5   →   x2+8x+12=5
→  x2+8x+7=0   →   (x+7)(x+1)=0  →  x=-7   یا   x=-1

غ  ق  قق  ق

3  log (x ) log+ =4 42 8  →  x+2=8   →   x=...

4  log x log log x log ( )⋅⋅⋅= − → = →3
2 2 2 23 27 27 ....... = .......

5  log x+log (x+15)=2  →  log [x(x+5)] = log .......  →  .......

فعالیت کلاسی 5

می توان  a alog x log y= به طور کلی داریم: اگر a <0 و a ≠ 1، آن گاه از تساوی 
تساوی x=y را نتیجه گرفت و به عکس.

کار در کلاس 8

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
1  log (2x)-log (x-3) =1
2  log3(x + 1) + log3(x + 4) = 2
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١ تساوی های زیر را ثابت کنید.

c (الف c c clog abd log a log b log d= + +   (a,b,c,d ∈IR+, c≠١)

c (ب
b

c

log alog a
log b

=     (a , b ,c ∈IR+, b, c≠١)

alog (پ ba b=     (a , b ∈IR+, a≠١)
٢ حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

log (الف 5
7 49 log (ب                         

1
2

3 27

xf ، مقدار )f  )42 را به دست آورید. (x) log ( )= − −43 2 5
2

٣ اگر 

,2( عبور کند، مقدار a را   2( نقطهٔ  از   f  (x) = logax ٔبا ضابطه تابع  نمودار  اگر  الف(   ٤
به دست آورید.

(عبور کند، مقدار a چند است؟ 1__
2 ب( اگر نمودار تابع با ضابطهٔ f  (x) = logax از نقطهٔ )4- , 

٥ کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام نادرست است؟

ax=y آنگاه ، ay log x= الف( اگر 

(a <1 >0) از نقطهٔ )0 ,1( عبور می کند. ay log x= ب( نمودار تابع با ضابطهٔ  

٦ معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

log3(x2 - 15) = log3 2x (ب                   log5(p2 - 2) = log5 p (الف

log2(12b - 21) - log2 (b2 - 3) = 2 (ت         log14(m2 - 30) - log14m = 0 (پ

 log2(12b - 21) - log2 (b2 - 3) = 2 (ث

تمرین های درس دوم
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 نمودارهای توابع نمایی و لگاریتمی

نیز می توان  انتقال  با استفاده از  با توابع نمایی و لگاریتمی آشنا شدیم.  در درس اول و دوم 
نمودار برخی از توابع نمایی و لگاریتمی را رسم کرد.

1ــ انتقال عرضی و طولی
با  انتقال نمودار توابع را در راستای محور عرض ها و طول ها فرا گرفتیم که  در سال دهم، 

استفاده از آن می توانیم فعالیت زیر را انجام دهیم.

نمودارها و کاربردهای توابع نمایی و لگاریتمی

درس سوم

فعالیت کلاسی 1

نمودار هر تابع را به ضابطهٔ آن نظیر کنید.
g (x) =log (x-1) (ب                      f (x)= 2x+1 (الف
i(x) = 3x-1 (ت                  h (x) = 2+ log x (پ
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2ــ بازتاب نسبت به محورyها

فعالیت کلاسی 2

با جایگذاری x- به جای x در تابع با ضابطهٔ y=2x به تابع با ضابطهٔ .....= y یا همان   3
.....=y دست می یابیم.

	....................................... 3 دامنه و برد این دو تابع چه رابطه ای با هم دارند؟
4 دو تابع نمایی دیگری که نسبت به محور yها قرینه هستند مثال بزنید....................
..............................................................................................

نمودار توابع با ضابطهٔ y = ax و a <0( y = a-x( نسبت به محور yها قرینه هستند. 
آیا در مورد توابع لگاریتمی نیز چنین است؟

2xx( )1
2

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

)x را در نظر بگیرید. )
y

1
2 نمودار توابع با ضابطه های y = 2x و

1 نمودارهای این دو تابع نسبت به کدام محور مختصات قرینه هستند؟.....................
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کار در کلاس 1

................................. کدام یک از نمودارهای زیر نمودار تابع با ضابطهٔ y=log2(-x) است؟ دامنهٔ این تابع را مشخص کنید.

)الف( )ب(

)پ( )ت(
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کار در کلاس 2

کدام یک از نمودارهای زیر مربوط به تابع با ضابطهٔ y = -  loga     x است؟

                                 )ب(                                                                                 )الف(

3ــ بازتاب نسبت به محورxها

فعالیت کلاسی 3

10-1-2x

311__
3

1__
9y=3x

 y=

ت( دامنه و برد این دو تابع چه رابطه ای با هم دارند؟

با ضابطهٔ y= ax و a <0( y= -ax( نسبت به محور xها  نمودار توابع 
نیز   y = -  loga     x  و y = loga    x با ضابطه های قرینه هستند. توابع 

نسبت به محور طول ها قرینه هستند.

نمودار تابع با ضابطهٔ y=3x را با استفاده از نقاط جدول زیر رسم کرده ایم.
الف( عرض نقاط را قرینه کنید و نمودار جدیدی رسم کنید.

ب( ضابطهٔ تابع جدید را حدس بزنید.
....................................................................

پ( نمودار این دو تابع نسبت به محور ............ها قرینه هستند.
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مشخص کنید کدام یک از ضابطه ها به کدام یک از نمودارها تعلق دارند؟
1) y = log3     (x - 1)                    2) y = - log3    (-x)

                     3) y = 3x+1                                4) y =1-3x                                  
5) y = log3     x - 1                        6)  y = 1 - log3     x
7) y = -3-x                                 8) y = 3x-2

کار در کلاس 3

                                                               )ب(                                                                                                                           )الف(
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                                                  )ح(                                                                                                                                                            )چ(             

                                                       )ج(                                                                                                                                                    )ث(                                                                                        
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در شکل های زیر، نمودار یک تابع نمایی و یک تابع لگاریتمی و انتقال یافته های 
آنها رسم شده است. ضابطهٔ توابع انتقال یافته را بنویسید.

کار در کلاس 4
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 کاربرد توابع نمایی و لگاریتمی

مقیاس ریشتر، مقیاسی برای اندازه گیری بزرگی زمین لرزه است که میزان انرژی آزاد شده در 
زلزله را نشان می دهد. اگر بزرگی زلزله ای برابر M در مقیاس ریشتر باشد، انرژی آزاد شده آن 

زلزله برابر E در واحد اِرگ )Erg( است که از رابطهٔ زیر به دست می آید:
log E =11/8+1/5M

 TNT انفجاری مادهٔ  تن  میلیارد  انفجار یک  انرژی  با  برابر  انرژی یک زلزلهٔ 8 ریشتری را 
برآورد کرده اند.

مثال: روز پنجم دی ماه 1382 زلزله ای به شدت 6/6 ریشتر، شهر بم و مناطق اطراف آن را 
در شرق استان کرمان لرزاند. در اثر این زلزله، 90 درصد از سازه های شهر بم به کلی تخریب 
شدند و ارگ بم که بزرگ ترین سازهٔ گلی جهان با 2500 سال قدمت بود، به کلی نابود شد. 

مقدار انرژی آزاد شده در این زلزله مصیبت بار چه قدر بوده است؟
log E =11/8 +1/5M →
log E =11/8 +1/5 (6/6)
→log E =21/7  →  E =1021/7 Erg

زلزله 31 خرداد سال 1369 رودبار ــ منجیل به بزرگی 7/4 ریشتر در ساعت سی دقیقه بامداد 
رخ داد و بیش از 35000 کشته و 60000 زخمی به جای گذاشت. مقدار انرژی آزاد شده 

در این زلزله مرگبار را محاسبه کنید.
.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

کار در کلاس 5
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.g(x) =4x+2 ٢ فرض می کنیم
الف( )g)-1 را به دست آورید.

ب( اگر g(x) =66، مقدار x چقدر است؟
٣ نمودار تابع با ضابطهٔ y = 4x-1 را در بازهٔ ]2و2-[ رسم کنید.

٤ نمودار توابع زیر را رسم کنید.
 (ب                         y = -2-x +1 (الف

 
y = - log1    (x - 1)

٥ در آب پرتقال غلظت یون هیدرونیوم برابر 4-10*2/9 مول بر لیتر است. PH آب پرتقال 
(log29=1/46) چقدر است؟

٦ در محلول خنثی، PH برابر 7 می باشد. مقدار غلظت یون هیدرونیوم در محلول خنثی 
چند مول بر لیتر است؟

تمرینهای درس سوم

1 ضابطهٔ توابع نمایی که نمودار آنها رسم شده است را به دست آورید.

PH محلولی چقدر است اگر ]+H[ برابر 0/1 باشد؟
اگر ]+H[ برابر 0/01 باشد PH چقدر می شود؟

کار در کلاس 6
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یکی از کاربردهای مفهوم لگاریتم در شیمی، محاسبهٔ PH یک محلول است. PH، معیاری از 
میزان اسیدی، بازی )قلیایی( یا خنثی بودن یک محلول است و از رابطهٔ زیر به دست می آید:

[H ]PH log
+

= − 10
 
PH = - log10  [H+]

mol نشان می دهد.
lit که ]+H[ غلظت یون هیدرونیوم را برحسب واحد 
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در دایره های زیر به شعاع r یک مثلث متساوی الاضلاع و یک مربع به گونه ای رسم شده اند که رأس های آنها روی دایره واقع است. 
چنین چند ضلعی هایی را محاطی می نامیم. واضح است که مساحت مثلث متساوی الاضلاع و مساحت مربع از مساحت دایره کمتر است. 

فعالیت کلاسی ١

فرایندهای حدی

درس اوّل

فعالیت کلاسی 1

حدس می زنید مساحت کدام یک به مساحت دایره نزدیک تر است؟ با افزایش تعداد اضلاع چند ضلعی های منتظم محاطی در داخل دایره 
چه اتفاقی می افتد؟

در جدول زیر مساحت تعدادی از n ضلعی های منتظم محاطی در داخل دایره ای به شعاع r )با دقت یک رقم اعشار( داده شده اند.
برای نزدیک تر شدن مساحت چند ضلعی های منتظم محاطی به مساحت دایره چه کاری می توان کرد؟ آیا به هر میزان که بخواهیم می توانیم 

مساحت چند ضلعی های منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم؟

چند ضلعی منتظم محاطی76543…12زیاد شدن تعداد اضلاع                                          →

مساحت تقریبی3r2…2/8 r22/6 r22/38  r22r21/3r2نزدیک تر شدن مساحت چند ضلعی ها به مساحت … →

... ١٢ ضلعی ...
منتظم

مساحت چند ضلعی های منتظم محاط در دایره را به هر میزان که بخواهیم می توانیم 
به  را  تعداد اضلاع چند ضلعی  آنکه  به شرط  کنیم،  نزدیک تر  دایره  به مساحت 
مقدار کافی بزرگ اختیار کنیم. )به بیان دیگر با افزایش تعداد اضلاع، مساحت 

چند ضلعی ها به مساحت دایره نزدیک می شود(.
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فرض کنید که در فعالیت قبل برای دایره به شعاع r از چند ضلعی های منتظم محیطی )چند ضلعی 
که همه اضلاع آن بر یک دایره مماس باشند( استفاده کنیم. نتیجه مشابه آنچه که در فعالیت قبل 

به دست آمد را در مورد این چند ضلعی ها بیان کنید )محاسبه مساحت ها لازم نیست(.

کار در کلاس

فعالیت کلاسی 2

 AMND وصل می کند. مساحت مستطیل DC را به وسط AB وسط MN به ضلع 4 واحد را در نظر می گیریم. پاره خط ABCD مربع
چقدر است؟ به موازات MN پاره خط هایی رسم می کنیم که مانند شکل، نقاط انتهایی آنها روی AB و CD است. مساحت مستطیل های 

جدید پدید آمده در جدول داده شده است. جاهای خالی را پر کنید )طول مستطیل ها برابر 4 واحد است(.

عرض مستطیل ها با مقادیر کمتر از 3 به 3 
نزدیک می شود.

عرض مستطیل ها2/992/92/82/72/52/12

مساحت مستطیل رنگی48/  11/28مساحت به عدد …… نزدیک می شود.
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اگر طول مستطیل ها را 4 و عرض آنها را x در نظر بگیریم، مساحت مستطیل ها را می توان به صورت تابع f (x)=4x نمایش داد. با این 
تفاوت که در حالت اول x با مقادیر کمتر از عدد 3، به سمت عدد 3 نزدیک می شود و در حالت دوم x با مقادیر بیشتر از عدد 3 به سمت 
عدد 3 نزدیک می شود. این دو وضعیت را به ترتیب با نمادهای -x→3 و +x→3 نمایش می دهیم. خلاصه دو جدول قبل در جدول زیر 

ارائه شده است:

مشابه همین کار را با شروع از پاره خط BC انجام می دهیم. پاره خط هایی که به موازات BC رسم می شوند، همانند شکل زیر، مستطیل های 
جدیدی را می سازند. جدول را کامل کنید.

 3 به   3 از  بیشتر  مقادیر  با  مستطیل ها  عرض 
نزدیک می شود.

عرض مستطیل ها3/013/13/23/53/9

مساحت مستطیل رنگی12/81415/6مساحت به عدد …… نزدیک می شود.

A B

D C
3

A B

D C

3/9

3

A B

D C

3/5

3

444

444

A B

D C

3/2

3

A B

D C

3/1

3

A B

D C

3/01

3

43/93/53/23/13/01→3←2/992/82/72/52/12x

16→12←8  /48f   (x)

x از سمت راست به 3 نزدیک می شود	                                                                         x از سمت چپ به 3 نزدیک می شود

f (x) به 12 نزدیک می شود	                                                                                              f (x) به 12 نزدیک می شود
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) رسم شده است. )
x x

f x
x x

<
= − + >

2 1

5 1
مثال: نمودار تابع 

نمودار  کمک  به  و  آن  از  استفاده  با  و  کنید  کامل  را  بعد  صفحه  جدول 
) را محاسبه کنید. )

x
lim f x

−→1
) و  )

x
lim f x

+→1

وقتی +x→3 گوییم x از راست به 3 نزدیک می شود و وقتی - x→3 می گوییم x از چپ به 3 نزدیک می شود. در حقیقت رفتار تابع در 
نزدیکی نقطه 3 مورد بررسی قرار گرفته است. 

x از سمت راست به
3نزدیک می شود	

یا همان مقادیر  وقتی - x→3 ملاحظه شد که مساحت مستطیل ها 
حالت  این  در  می شوند،  نزدیک   12 به  دلخواه  مقدار  به   f (x)
x از چپ به 3 نزدیک می شود،  می گوییم حد تابع f (x) وقتی 

( )
x
lim f x

−→
=

3
برابر 12 است و می نویسیم 12

مقدار  به  مستطیل ها  مساحت  هم  باز   x→3+ وقتی  مشابه  طریق  به 
این حالت هم می گوییم حد  نزدیک می شوند. در  به 12  دلخواه 
تابع f (x) وقتی x از سمت راست به 3 نزدیک می شود برابر 12 

( )
x
lim f x

+→
=

3
12 است و می نویسیم: 

نقطه موجود و  تابع در یک  اگر هم حد راست و هم حد چپ یک 
برابر باشند، گوییم تابع در آن نقطه حد دارد. به طور نمونه در این 
نزدیک  به ٣   x وقتی  تابع  و هم حد چپ  فعالیت هم حد راست 
می شود٭ موجود و برابر 12 است. به طور خلاصه می نویسم: 

( )
x
lim f x

→
=

3
12

9

10

11

12

13

14

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

F(x) x

y

=4

x

x از سمت چپ به         
3 نزدیک می شود

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

٭ ــ ممکن است گفته شود x به ٣ میل می کند.
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یعنی:  است   4 برابر   x→1+ وقتی  تابع  راست  حد  در  و   ( )
x
lim f x

−→
=

1
یعنی: 2 است   2 برابر   x→1- وقتی  تابع  چپ  حد  دیگر  عبارت  به 

. در این مثال حد راست و حد چپ هر دو وجود دارند ولی باهم برابر نیستند. تابع در نقطه 1 حد ندارد ولی حدهای  ( )
x
lim f x

+→
=

1
4

یک طرفه )حد راست و حد چپ( وجود دارند.

21/81/51/21/1....→1←0/990/9....0/50/20x

....3/23/5....3/93/994←→2....1/81/6....0/40f   (x)

x از سمت راست به ١ نزدیک می شود	                                                                         x از سمت چپ به ١ نزدیک می شود

f (x) به ٤ نزدیک می شود	                                                                                              f (x) به ٢ نزدیک می شود

فرض کنیم تابع f در بازه ای مانند )a , x0( تعریف شده باشد. گوییم حد چپ f در 
l نزدیک  به  بتوان  به هر اندازه دلخواه  f را  تابع  l است هرگاه مقدار  برابر عدد   x0

کرد، به شرط آنکه x از سمت چپ به قدر کافی به x0 نزدیک شود، در این صورت 
( )

x x
lim f x l

−→
=

0

می نویسیم: 
به طریق مشابه فرض کنیم f در بازه ای مانند )x0 , b( تعریف شده باشد. گوییم حد 
راست f در x0 برابر عدد l است هرگاه مقدار تابع f را به هر اندازه دلخواه بتوان 
به l نزدیک کرد، به شرط آنکه x از سمت راست به قدر کافی به x0 نزدیک 

( )
x x
lim f x l

+→
=

0

شود. در این صورت می نویسیم: 

)به جز احتمالاً خود   x0 شامل نقطه )a بازی مانند )b و  بازه  f در  تابع  فرض کنیم 
x0( تعریف شده باشد. گوییم حد تابع f در x0 برابر عدد l است، هرگاه مقدار تابع 

دو طرف  )از   x آنکه  به شرط  کرد،  نزدیک   l به  بتوان  دلخواه  اندازه  هر  به  را   f
می نویسیم:  این صورت  در  نزدیک شود،   x0 به  کافی  قدر  به  و چپ(  راست 

( )
0x x

lim f x l
→

=

. ( )
x x
lim f x l

−→
=

0

) و  )
x x
lim f x l

+→
=

0

اگر و تنها اگر  ( )
x x
lim f x l
→

=
0  
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همان طور که می دانید بسیاری از پدیده های طبیعی قابل ارائه در قالب یک تابع هستند. در بسیاری از مواقع لازم است که رفتار یک تابع را در نزدیکی 
یک نقطه مورد بررسی قرار دهیم. در فعالیت زیر رفتار سه تابع را در نزدیکی یک نقطه مورد بررسی قرار می دهیم تا با مفهوم حد بهتر آشنا شویم.

فعالیت کلاسی 3

نمودار توابع زیر رسم شده اند:

f  (x)=2x -1                 	 ( )
x x

g x
x

− ≠
=  =

2 1 4

5 4
	                            h  (x)=2x -1	           (x ≠ 4)                    	

مشخص کنید که هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد. آیا این سه تابع با یکدیگر برابرند؟ دامنه و برد این سه تابع را معلوم کنید.

می خواهیم رفتار این سه تابع را در نزدیکی نقطه 4 مورد بررسی قرار دهیم. ابتدا جدول را کامل کنید.

54/54/24/014/01→ 4 ←3/993/93/83/53x

987/4→ 7 ←6/665f  (x  )
→    ←g(x  )
→    ←h  (x  )

مقادیر g   (x) ، f  (x) و h  (x) را به هر میزان که بخواهیم می توانیم به عدد … نزدیک کنیم به شرط آنکه مقادیر x به قدر کافی به عدد … نزدیک 
شود. حد هر سه تابع وقتی که x→4 )بخوانید xبه سمت 4 میل می کند( برابر … است به عبارت دیگر:

( )
x
lim f x

→
=

4
	 ( )
x
lim g x

→
=

4
	 ( )
x
lim h x

→
=

4

x از سمت راست به 4 نزدیک می شود                                                                   x از سمت چپ به 4 نزدیک می شود

-1 1 2 3 4 5

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-1 1 2 3 4 5

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-1 1 2 3 4 5

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8 8 8

9 9 9
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توجه کنید برای اینکه حد یک تابع وقتی x به سمت نقطه ای خاص نزدیک می شود )میل می کند( موجود باشد لازم نیست که تابع حتماً در 
آن نقطه دارای مقدار باشد و یا اینکه حد تابع و مقدار تابع باهم برابر باشند. در حقیقت با اینکه سه تابع داده شده از نظر مقدار در نقطه 4 باهم 
متفاوتند )حتی یکی از آنها در نقطه 4 تعریف نشده است( ولی در نزدیکی نقطه 4 رفتار کاملًا یکسانی دارند. به عبارت دیگر حد آنها وقتی x به 

4 میل می کند برابر 7 است، یا حد آنها در نقطه 4 برابر 7 است.

) که نمودار آن رسم شده است گزاره های زیر را داریم: )

x x

f x x x

x

− + >


= − ≤ <
 < −

2

2 8 2

1 2

2 3

مثال: در مورد تابع 

١ برای تابع f که نمودار آن داده شده است، کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟
) )الف )

x
lim f x

→
=

1
2 f  (1)=2 )ب	 	

f  (2)=1 )پ ) )ت	 )
x
lim f x

+→−
=

2
0 	

) )ث )
x
lim f x
→−

=
1

2 ) )ج	 )
x
lim f x

→
=

0
1 	

) )چ )
x
lim f x

→2
	

وجود ندارد.

 ( )
x
lim f x

→
=

2
4 f   (2) تعریف نشده است ولی 

 f   (-1)=1 وجود ندارد. همچنین ( )
x
lim f x
→−1

) ولی  )
x
lim f x

+→−
=

1
1

 f  (0)=0 و ( )
x
lim f x

→
=

0
0

 f  (4)=0 و ( )
x
lim f x

→
=

4
0

 .    ( )
x
lim f x

−→−
=

3
2 ) وجود ندارند، ولی  )

x
lim f x

+→−3
f (-3) و 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

تمرین های درس اول

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3
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٢ مثالی از یک تابع همراه با نمودار آن ارائه کنید که حد تابع در نقطه 2 مساوی 1- باشد.
.f   (3)=1 ٣ مثالی از یک تابع ارائه کنید که در نقطه 3 حد نداشته باشد ولی

. ( )
x
lim f x

→
=

2
4 ٤ مثالی از یک تابع ارائه کنید که مقدار آن در نقطه 2 تعریف نشده باشد ولی 

) موارد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: )f x x= −2 ٥ در مورد تابع 
f    (2) )ت 	 ( )

x
lim f x

→2
پ(  	 ( )

x
lim f x

−→2
ب(  	 ( )

x
lim f x

+→2
الف( 

) را در نظر می گیریم. )
x x

f x
x x

>
= − <

0

0
٦ تابع 

آیا f در نقطه صفر حد دارد؟ آیا f   (0) موجود است؟
٧ توابع زیر را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید:

f   (x)=2x+1 	g   (x) =2x+1 	x   ≠2 	 ( )
x x

h x
x

+ ≠
=  =

2 2

3 2

الف( مقادیر g   (2) ، h  (2) ، f   (2) را در صورت وجود به دست آورید.
ب( حدهای زیر را محاسبه کنید:

( )
x
lim f x

→2
) و  )

x
lim g x

→2
) و  )

x
lim h x

→2
	

٨  آیا حد تابع زیر در x   =2 موجود است؟

( )
x x

f x x

x x

− + >
= − =
 − <

2 2

2 2

3 2

	

) را رسم کنید و حد تابع در صفر را بیابید. ) x x
f x

x x

 + >= 
− − ≤

2 2 0

2 2 0
٩ نمودار تابع 

) را محاسبه کنید. )
x
lim f x

→0
| نمودار f را رسم کنید و  |( ) x

f x
x

= 10 اگر 

-2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

1

2

3

f(x) x=
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یکی از عواملی که به مطالعه دقیق تر یک تابع می تواند کمک کند، محاسبه حد آن تابع است. 
برای محاسبه حد یک تابع معمولًا قواعد و دستورهایی وجود دارد. در این کتاب این قواعد 

اثبات نمی شوند و سعی می شود به کمک شهود و با ذکر مثال توضیح داده شوند.
1ــ حد تابع ثابت

حد تابع ثابت در هر نقطه برابر مقدار تابع ثابت است. 
( )

x
lim f x

→
=

5
2 به طور مثال: 

a∈  
x a
limx a

→
= 2ــ اگر     f   (x)=x آنگاه 

→
=

3
3

x
lim x به طور مثال: 

x a
lim c c

→
= به طور کلی اگر c و a دو عدد حقیقی باشند: 

محاسبه حد توابع

درس دوم

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

1

2

3

4

f (x)=2

x

x

y

→5

-2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

f (x)=x

x

y
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حدهای زیر را حساب کنید:

→
=

7x
lim x ………

	 →
=

7
5

x
lim ………

	 →
=

0x
limx ……… 	

→
=

5
0

x
lim ………

	
( )

→
− =

4
2

x
lim ………

	 →−
=

7x
lim x ………

	

تاکنون بیشتر از جدول ها و نمودارها برای محاسبه حد یک تابع بهره بردیم. در اینجا به کمک چند قانون، حد توابع را محاسبه می کنیم.

3ــ قانون حد مجموع دو تابع

کار در کلاس

کار در کلاس

) را به کمک قانون بالا محاسبه کنید. جاهای خالی را پر کنید و به کمک نمودارها  ( ) ( ))
→

+
2x

lim f x g x اگر f   (x)=x و g   (x)=2x  -1 آن گاه
هم قانون حد مجموع را توضیح دهید.

( )
→

=
2x

lim f x ………	 ( )
→

=
2x

lim g x ………
	

( ( ) ( ))
→

+ =  + = +
2

   

x
lim f x g x

 
……+ …… 

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

f (x)=x

x

y

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

g(x) x= −2 1 g(x) x= −3 1

) آنگاه: )
→

=
x a
lim f x l ) و  )

→
=

x a
lim g x m اگر 

( ( ) ( )) ( ) ( )
→ → →

+ = + = +
x a x a x a
lim f x g x lim f x lim g x l m

به عبارت دیگر اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد مجموع دو تابع 
در آن نقطه برابر مجموع حدهای آنها در همان نقطه است.
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4ــ قانون حد تفاضل

 چگونه از قوانین 2، 4 و 5 استفاده می کنید؟ توضیح دهید. ( )
→

−
20

2
3

5x
lim x برای محاسبه حد 

6  ــ قانون حد حاصلضرب

کار در کلاس

  ، به کمک قانون حد حاصلضرب هریک از حدهای زیر را بیابید. ( )
→

=
x a
lim f x l اگر 

( ) ( )( ) ( ). ( )
→ →

=2

x a x a
lim f x lim f x f x 	

( )( )
→

=3

x a
lim f x ………

	

کار در کلاس

) آنگاه: )
→

=
x a
lim g x m ) و  )

→
=

x a
lim f x l اگر 

( ( ) ( )) ( ) ( )
→ → →

− = − = −
x a x a x a
lim f x g x lim f x lim g x l m

به عبارت دیگر اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد تفاضل دو تابع 
در آن نقطه برابر تفاضل حدهای آنها در همان نقطه است.

به طور مثال در کار در کلاس قبل داریم:
( ( ) ( )) ( ) ( )

→ → →
− = − = − = −

2 2 2
2 3 1

x x x
lim f x g x lim f x lim g x 	

5  ــ 

) آنگاه )
x a
lim f x l

→
= اگر c یک عدد ثابت و 

( )( ) ( ) ( )
→ →

=      ∈
x a x a
lim cf x c lim f x a

) آنگاه: )
→

=
x a
lim g x m ) و  )

→
=

x a
lim f x l اگر 

	
( ( ) ( )) ( ). ( )

→ → →
=

x a x a x a
lim f x g x lim f x lim g x

به عبارت دیگر اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد حاصلضرب دو 
تابع در آن نقطه برابر ............... آنها در همان نقطه است.
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8   ــ 

فعالیت کلاسی 1

f   (x)= 3x2+2x   -7 1 اگر
) را به دست آورید. )

→1x
lim f x الف( با تکمیل جاهای خالی 

( ) ( )
→ →

= + −2

1 1
3 2 7

x x
lim f x lim x x 	

( ) ( )
→ → →

= + −2

1 1 1
3 2 7

x x x
lim x lim x lim

	

→
= +    +    2

1
3  

x
limx  …… + ……

	
) را بررسی کنید. ) ( )

→
=

1
1

x
lim f x f ب( f  (1) را محاسبه کنید و درستی تساوی 

را   ( ) ( )
→

=
2

2
x
lim g x g تساوی  درستی  نیز   ( ) = − + −g x x x x4 31 1

5
8 2

تابع  مورد  در  ج( 
بررسی کنید.

 . جاهای خالی را کامل کنید.
→

−
− +23

2 1

4 1x

x
lim

x x
2 الف( مطلوبست 

( )

( )
→

→
→

−−                      
 = =

− + − +
3

2 23
3

2 12 1

4 1 4 1
x

x
x

lim xx
lim

x x lim x x
	

به طور کلی حد یک تابع چندجمله ای در یک نقطه با مقدار تابع در آن نقطه برابر 
است.

n آنگاه: ∈ ) و  )
x a
lim f x l

→
= اگر 

( ) ( )( ) ( )
→ →

= =
n

n n

x a x a
lim f x lim f x l

9  ــ قانون تقسیم حدها

) که m  ≠0 آنگاه:	 )
→

=
x a
lim g x m ) و  )

→
=

x a
lim f x l اگر 

( )( ) ( )
( ) ( )

→

→
→

 
= =        ≠ 

 
0x a

x a
x a

lim f xf x l
lim m

g x lim g x m

………
………
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 را محاسبه کنید.	
→

−
−

2

2

4

2x

x
lim

x
مثال: 

، ( ) ( )
→ →

− = − =2

2 2
2 4 0

x x
lim x lim x داریم: 

( )( ) ( )
→ → →

− + −
= = + =

− −

2

2 2 2

4 2 2
2 4

2 2x x x

x x x
lim lim lim x

x x 	
توجه داریم که وقتی x به ٢ نزدیک می شود، x   ≠2 پس x   -2  ≠0 و صورت و مخرج کسر را می توانیم بر   x    -2 تقسیم کنیم. در نمودارهای 

− و   x   +2 رسم و حد آنها در   x   =2 نمایش داده شده است.
−

x
x

2 4

2
زیر توابع 

دو   Q(x) و   P(x) که  باشد  گویا  تابع  یک   ( )( )
( )

=
P x

f x
Q x

اگر  کلی  به طور 
چندجمله ای هستند، برای محاسبه حد f   (x) در یک نقطه کافی است که حد 

( )
→

≠0
x a
limQ x P(x) را بر حد Q(x) در آن نقطه تقسیم کنیم به شرط آنکه 

دو تابع g و f برابر نیستند )چرا؟( ولی حد آنها در x   =2 برابر است.

ب( حدهای مقابل را حساب کنید.

→

+ +
 =

+

4 3

1 2

2 1
2

5
3

x

x x
lim

x
 ………  	

→

−
  =

− +

2

1 2

1
3

2 1
5

x

x
lim

x x

 ……… 	

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

x

x

y

x

y

f(x)
x
−

=
−

2 4
2

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

g(x) x= +2

داشته  هستند،  چندجمله ای  دو   Q  (x) و   P   (x) که   ( )
( )→x a

P x
lim

Q x
محاسبه  در  اگر 

باشیم:  P   (a)=Q   (a)=0 دیگر با قانون اخیر نمی توان حد را محاسبه کرد در این 
موارد به روش زیر عمل می کنیم:

چون P   (a)=Q   (a)=0 بنابراین P   (x) و Q   (x) بر x  -a بخش پذیر هستند. ابتدا 
و سپس  می کنیم  x  -a ساده  بر   Q   (x) و   P   (x) تقسیم  با  را   ( )

( )
P x
Q x

عبارت 
امکان استفاده از قانون تقسیم حدها را بررسی می کنیم.
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در هر حالت مانند مثال داده شده حدهای داده شده را به دست آورید و به کمک نمودارهای داده شده نیز حد را توضیح دهید.

 )الف
→−

+ +
+

2

2

5 6

2x

x x
lim

x
	

( )( )
( )

                      
=

           
lim 	

	

کار در کلاس

 )ب
→

−
−

3

1

1

1x

x
lim

x
	

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6 6

-3-4 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

-3-4

x x
f (x)

x

y

x

y

x

+ +
=

+

2 5 6
2

g(x) x= + 3

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

-3-4

x

y

x

y

x

x
−
−

3 1
1

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

-3-4

g(x)=x x+ +2 1

10   ــ 
) و   n یک عدد طبیعی باشد آن گاه )

x a
lim f x l

→
= اگر 

( ) ( ) nn n
x a x a
lim f x lim f x l

→ →
= =  

)l      ≥0 زوج باشد باید n اگر(
)توجه: در کتاب حاضر f   (x) یک تابع خطی و n برابر 2 یا 3 در نظر گرفته می شود.(

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6 6

-3-4 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

-3-4

x x
f (x)

x

y

x

y

x

+ +
=

+

2 5 6
2

g(x) x= + 3

……       ……
……
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رسم شده اند. ( ) ( )= −     ≠g x x x2 6 5  و        ( ) = −f x x2 6 1 نمودارهای توابع

کار در کلاس

الف( مشخص کنید هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟
) موجودند؟ )

→5x
lim g x ) و  )

→5x
lim f x ب( آیا 

تذکر: تمام قوانینی که در این درس مطرح شد برای حد راست و حد چپ تابع نیز 
برقرار است.

ج( کدام یک از حدهای زیر موجودند؟ آنها را محاسبه کنید.

+→
−

3
2 6

x
lim x  = ……                	

→
−

3
2 6

x
lim x = ……

	 −→
−

3
2 6

x
lim x = ……

	

| درستی یا نادرستی گزاره های زیر را بررسی کنید. |( ) =
x

h x
x

2 در مورد تابع 

h(x)=1 )الف
 { }= −fD 0 ب( 

lim ( )
+→

=
x

h x
0

پ( 1
h(0)=0 )ت

) وجود ندارد. )
→

=
0

1
x
limh x ث( 

→
−

5
2 6

x
lim x مثال: مطلوبست	 

به کمک دستور فوق داریم:

                                  
( )

→
− =

5
2 6 4

x
lim x

      →
⇒ − = =

5
2 6 4 2

x
lim x 	

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4
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تمرینهای درس دوم

1 با استفاده از قوانین حد و نمودارهای f و g حدهای خواسته شده را )در صورت وجود( به دست آورید.

) )الف )
→3x

lim f x ) )ب	 )
→−1x
lim f x 	

) )پ )
→3x

lim g x ) )ت	 )( ) ( )
→

+
3x

lim f x g x 	

) )ث )( ) ( )
→−

+
1x

lim f x g x ) )ج	 )( ) ( )
→

+
2
2 5

x
lim f x g x 	

) )چ )( )
→

4

0x
lim f x ) )ح	 )( )

→

2

0x
lim g x 	

) )خ )
( )→2x

f x
lim

g x
) )د	 )( ). ( )

→5x
lim f x g x 	

حداقل سه پرسش دیگر مانند موارد بالا مطرح کنید و به آنها پاسخ دهید. در مورد مسائل مطرح شده در کلاس گفت وگو کنید.
2 دو تابع متفاوت مثال بزنید که در یک نقطه دارای حدهای برابر باشند.

3 حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.
) )الف )

→
−

7
3

x
lim ) )ب	 )

→
− −

0
2 7

x
lim x 	

) )پ )
→−

− +2

1
3 4 5

x
lim x x  )ت	

→

−
−

2

23

3

9x

x x
lim

x
	

 )ث
→

 
−202x

x
lim

x x
 )ج	

→−

+
 

+

3

2

8

2x

x
lim

x
	

 )چ
→−

 +
2

5
x
lim x  )ح	

+→
 

0x
lim x 	

 )خ
→

 − +
2

2 7
x
lim x  )د	

−→
 

0x
lim x 	

 )ذ
→

 +
2

5
x
lim x  )ر	

→
 −

3
2

x
lim x 	

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

f

g
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) حدهای زیر را در صورت  )
→

 = −
2

1
x
lim h x ) و  )

→
 =
2

0
x
lim g x ) و  )

→
 =
2

3
x
lim f x 4 اگر 

وجود بیابید.

) )الف )( ) ( )
→

 +
2x

lim f x h x ) )ب	 )lim ( )
→

 
x

h x 5

2
	

) )پ )lim
( )→

 
x

f x
g x2 	

) )ت )
( )→

 
2x

g x
lim

f x
	

)ج ( )
( ) ( )→

 
−2

3

5x

f x
lim

g x h x
 )چ	

( )→
  
2

1
x
lim

h x
	
	

) موجود است؟ )چرا؟(  )
→3x

lim f x | و g   (x)=1 را رسم کنید. آیا  |( ) −
=

−
x

f x
x

3

3
5 نمودار دو تابع 

) چطور؟ در چه نقاطی حد دو تابع با هم برابرند؟ )
→3x

lim g x
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نمودارهای شش تابع در شکل های زیر رسم شده اند.

فعالیت کلاسی ١

پیوستگی

درس سوم

الف( کدام یک از نمودارهای فوق را می توان بدون آنکه قلم را از روی کاغذ برداشت رسم کرد؟
ب( مثال دیگری مشابه توابع بالا ارائه کنید.

توابعی مانند آن چه که در ردیف اول آورده شده اند، بدون آنکه قلم را از روی کاغذ برداریم قابل رسم هستند را پیوسته نامیم.1

1ــ توجه شود که معیار فوق یک تعبیر شهودی از پیوستگی است و تعریف دقیق در ادامه ارائه می شود.

-3 -2 -1 1 2 3

-5

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

-5

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

-3-4 -4 -3

-5

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-5

-2

-1

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-4-4

-5

-2

-1

-3-3-3

1

2

3

f (x) x= 2

f (x) x= +2 3

f (x) | x |=

f (x) [x]= f (x)
x

= 1

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x
x
−=
−

2 4
2

f (x)
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مثال: تابع های داده شده با نمودارهای الف و ب پیوسته نیستند ولی توابع با نمودارهای پ 
و ت پیوسته هستند.

نقطه را  تابع در یک  پیوستگی  این منظور  به  پیوستگی می پردازیم،  به بررسی دقیق تر  اکنون 
تعریف می کنیم.

) و f   (c) هر دو موجود و با  )
→x c

lim f x به عبارت دیگر برای آنکه تابع f در c پیوسته باشد باید 
هم برابر باشند. در غیر این صورت تابع را در c ناپیوسته نامیم. در نمودارهای زیر ناپیوسته 
بودن یک تابع در یک نقطه (c) در شرایط مختلف نمایش داده شده است. شما هم مثال هایی 

دیگر ارائه کنید.

( ) ( )
→

=       ( ∈ )
x c
lim f x f c c تابع f در نقطه x   =c را پیوسته نامیم هرگاه 

)الف()ب(

)پ( )ت(

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1-3 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3
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کدام یک از توابع زیر با ضابطه های داده شده در x   =1 ناپیوسته اند؟ 

)                         )الف ) ( )= −f x x 23                                  | |( ) −
=

−
x

g x
x

1

1
                         ( )

            
=              
− +      

x x

h x x

x x

1

2 1

2 1

>
=
<

	

کار در کلاس

( )
→x c

lim f x

( ) ( )
→

≠
x c
lim f x f cf   (c)

-1 21 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

) با نمودار مقابل را در نظر بگیرید. ) = −f x x 2 تابع 
) موجودند؟ )

−→2x
lim g x ) و  )

+→2x
lim f x الف( کدام یک از حدهای 

) موجود است؟ )
→2x

lim f x ب( آیا 
پ( آیا تابع f در x   =2 پیوسته است؟

) گوییم f  از راست در نقطه 2 پیوسته است. ) ( )
→
lim f x f در فعالیت قبل 

فعالیت کلاسی ٢

-2f(x) x=

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1

0

1

2

3

. در این صورت  ( ) ( )
+→

=
x c
lim f x f c تابع f را در x  =c از راست پیوسته نامیم هرگاه 

می گوییم f در x  =c پیوستگی راست دارد.

وجود ندارد.

وجود ندارد.

CCC C0C
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) و نمودار آن را در نظر بگیرید. )
      

=  +     ≤

x x
g x

x x

3 2

1 2

> تابع 

) موجودند؟ )
−→2x

lim g x ) و  )
+→2x

lim g x الف( کدام یک از حدهای 
lim موجود است؟ ( )

→x
g x

2
ب( آیا 

پ( آیا تابع f در x   =2 پیوسته است؟
. گوییم g از چپ در نقطه 2 پیوسته است. ( ) ( )

−→
=

2
2

x
lim g x g در کار در کلاس بالا 

کار در کلاس

 . ( ) ( )
−→

=
x c
lim f x f c هرگاه  نامیم  پیوسته  چپ  از   x  =c در  را   f تابع 

در    این   صورت گوییم f در x  =c پیوستگی چپ دارد.

با توجه به تعریف معلوم است که f در x  =c پیوسته است هرگاه f در c هم پیوسته راست و هم پیوسته چپ باشد.

 پیوستگی روی یک بازه

پیوستگی روی بازه های )a,b[ و ]a,b( را به طور مشابه تعریف کنید.
تابع f روی بازه )a,b[ پیوسته است هرگاه ................ .......................................................

تابع f روی بازه ]a,b( پیوسته است هرگاه ................ .......................................................

تابع f روی بازه )a,b( پیوسته است هرگاه، در هر نقطه آن بازه پیوسته باشد.
تابع f روی بازه ]a,b[ پیوسته است هرگاه  f در بازه )a,b( پیوسته باشد و در نقطه 

a پیوسته راست و در نقطه b پیوسته چپ باشد.

کار در کلاس

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

= و f در هر نقطه از دامنه اش پیوسته باشد گوییم f روی بازه )∞,∞+(  fD اگر 
پیوسته است.
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کار در کلاس

تابع هایی مثال بزنید که:
الف( روی بازه )∞,∞-( پیوسته باشد.
ب( روی بازه )∞+,2-[ پیوسته باشد.

پ( روی بازه ]0,∞-( پیوسته باشد.

( ) ( ) ( )
→

∈    =

x c
c lim f x f c مثال: الف( اگر f   (x) یک تابع چندجمله ای باشد آنگاه f روی بازه )∞,∞-( پیوسته است، زیرا 

ب( توابع f    (x)=sin  x و g   (x)=cosx روی بازه های )∞,∞-( پیوسته اند.
پ( تابع f    (x)=log3 x روی بازه )∞,∞-( پیوسته است.

ت( اگر تابعی روی )∞,∞-( پیوسته باشد روی هر زیر بازه دلخواه از اعداد حقیقی نیز پیوسته است.

کار در کلاس

( )

+           


= −           ≤
− +           

x x

f x x x

x x

2

2 4 1

1 1 2

5 2 5

< -
- <

< <
1 تابع f با ضابطه مقابل را در نظر می گیریم: 

الف( نمودار f را کامل کنید.
ب( دامنه و برد f را به دست آورید.

پ( پیوستگی تابع را روی بازه های ]1,1-[ و )2,5( بررسی کنید.

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

0

1

2

3

A

−

π π3 π2
2

π
2

y

x

1

o

1

y

x

1

o

1−

π π3 π2
2

π
2

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

4 5

f    (x)=sin  x f    (x)=cos  x 
f    (x)=log 3  x 
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فصل ٦   حد و پیوستگی

تمرین های درس سوم

2 با توجه به کار در کلاس بالا کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام یک نادرست است؟
الف( f روی بازه ]1-,∞-( پیوسته است.

ب( f روی بازه )1-,∞-( پیوسته است.
پ( f روی بازه ]2,5[ پیوسته است.

( )
→

=
5

0
x
lim f x ت( 

( )
−→

=
5

0
x
lim f x ث( 

ج( f روی بازه )2,0-( پیوسته است.
3 با توجه به کار در کلاس 1

الف( دو بازه بسته مثال بزنید که تابع در یکی از آنها پیوسته و در دیگری ناپیوسته باشد.

ب( a و bای مثال بزنید که تابع روی ]a,b[ پیوسته باشد، اما روی )a,b( پیوسته نباشد.

1 با توجه به توابع f و g و h با ضابطه های داده شده، به سؤالات پاسخ دهید:

( ) ( ) ( )
+      ≠

= +    ,     = +     ≠    ,    =             =

x x
f x x g x x x h x

x

2 2
2 1 2 1 2

3 2
	

الف( مقادیر زیر را در صورت وجود به دست آورید:
f    (2) =   , g    (2) =   , h    (2) = 	

ب( حدود زیر را در صورت وجود به دست آورید:
( )

→2x
lim f x 		  ( )

→2x
lim g x

		
( )

→2x
lim h x

		
پ( کدام تابع در x  =2 پیوسته است؟

) را رسم کنید. )
−        

= −            =
− +      

x x

f x x

x x

3 2

2 2

2 2

<

>
٢ نمودار تابع 

f در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟

) را در نظر می گیریم. کدام یک  ) −
=

−
x

g x
x

2 9

3
) و  )

 −
         ≠=  −
                 =

x
xf x x
x

2 9
3

3
5 3

٣ توابع 

در x   =3 پیوسته است؟ چرا؟

٤ تابع f   (x)=[x] در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟
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) را رسم کنید و پیوستگی آن در نقطه x   =0 را بررسی کنید. تابع در چه بازه هایی پیوسته است؟ )
− +      ≤= 

+         

x x
f x

x x2

2 2 0

2 0>
٥ تابع 

٦ تابعی مثال بزنید که حد آن در نقطه x  =1 مساوی 1- باشد ولی تابع در 1- پیوسته نباشد. نمودار این تابع را هم رسم کنید.
٧ کدام یک از توابع زیر در x  =1 پیوسته است؟

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

g

k

f

h

٨ روش های مختلفی برای برآورد کردن جرم یک کودک )برحسب کیلوگرم( در شرایط اضطراری )که جرم نمی تواند اندازه گیری شود( 
) است که در آن t سن کودک برحسب سال است. )

+      ≤ ≤
=  +      ≤ ≤

t t
f t

t t

6 4 0 1

2 10 1 10
وجود دارد. یکی از این روش ها استفاده از تابع 

الف( f   (2) و f   (5) را بیابید.                                                                         ب( آیا f در بازه ]0,10[ پیوسته است؟
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احتمال شرطی و پیشامدهای مستقل

درس اول

 احتمال شرطی و پیشامدهای مستقل

در پایه های قبل با احتمال و کاربرد آن در مسائل آشنا شدیم. برخی مفاهیمی که با آنها آشنایی داریم، به شرح زیر است.

یاد آوری
1ــ پدیده تصادفی: پدیده یا آزمایشی است که نتیجهٔ آن را نتوان قبل از انجام به طور قطعی پیش بینی کرد.

 S 2ــ فضای نمونه ای: مجموعهٔ تمام نتایج ممکن یک پدیدهٔ تصادفی را فضای نمونه ای آن پدیده می نامیم و معمولاً با
نمایش می دهیم.

3ــ پیشامد تصادفی: هر زیر مجموعهٔ S را یک پیشامد تصادفی در فضای نمونه ای S می نامیم.
4ــ پیشامدها و اعمال روی آنها

فرض کنیم A و B پیشامد هایی از فضای نمونه ای S باشند.
A وقتی رخ می دهد که حداقل یکی از پیشامدهای A یا B رخ دهد. B الف( اجتماع دو پیشامد: پیشامد 

A وقتی رخ می دهد که هر دو پیشامد A و B رخ دهند. B ب( اشتراک دو پیشامد: 
پ( تفاضل دو پیشامد: پیشامد A-B وقتی رخ می دهد که پیشامد A رخ دهد و پیشامد B رخ ندهد.

ت( متمم یک پیشامد: پیشامد 'A )یا Ac ( وقتی رخ می دهد که پیشامد A رخ ندهد.
A B =∅ 5  ــ پیشامد های ناسازگار: دو پیشامد A و B را ناسازگار گوییم هرگاه A و B هیچ وقت با هم رخ ندهند یعنی 

6  ــ فرمول محاسبهٔ احتمال وقوع یک پیشامد:

( )( )
( )

n A
P A

n S
= ________________تعداد حالت های مطلوب = احتمال رخ دادن یک پیشامد     یا به عبارتی دیگر     

تعداد همهٔ حالت های ممکن 	

:B و A 7ــ فرمول محاسبهٔ احتمال اجتماع یا اشتراک دو پیشامد
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −  	

مثال:دو تاس را به ترتیب پرتاب می کنیم. مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه:
الف( مجموع عددهای رو شده برابر 5 شود.

ب( مجموع عددهای رو شده برابر 7 شود.
پ( مجموع عددهای رو شده برابر 10 شود.
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)n (S   ( =36( .حل: با توجه به اصل ضرب می دانیم که در پرتاب دو تاس 36 حالت وجود دارد
الف( تمام حالت هایی که مجموع عددهای رو شده 5 شود به صورت زیر است:

{(3,2) و (2,3) و (4,1) و (1,4)} 	

. =
4 1

36 9
بنابراین احتمال اینکه مجموع عددهای رو شده برابر 5 شود برابر است با 

ب( تمام حالت هایی که مجموع عددهای رو شده برابر 7 می شود به صورت زیر است:
{(4,3) و (3,4) و (5,2) و (5  ,2) و (6,1) و (6  ,1)} 	

. =
6 1

36 6
لذا احتمال اینکه مجموع عددهای رو شده برابر 7 شود برابر است با 

پ( تمام حالت هایی که مجموع عددهای رو شده برابر 10 می شود به صورت زیر است:
{(5  ,5) و (6,4) و (6  ,4)} 	

. =
3 1

36 12
بنابراین احتمال اینکه مجموع دو تاس برابر 10 شود برابر است با 

 احتمال شرطی

به  در یک آزمون علمی همواره یک پنجمِ افراد شرکت کننده قبول می شوند. سه هم کلاسی 
نام های علی، آرمین و رامبد در این آزمون شرکت کرده اند. با خواندن جملات زیر حدس خود 

در مورد احتمال قبولی هر یک از آنها را بیان نمایید.
الف( در مورد علی هیچ اطلاعی در دسترس نداریم.

ب( می دانیم آرمین در تمام دوره های تحصیل خود شاگرد اول بوده و نمرات وی همواره عالی 
بوده است.

پ( می دانیم نمرات رامبد در طول دوره های تحصیلی خود همواره پایین بوده و تا به حال در 
چند آزمون علمی شرکت کرده است ولی در هیچ یک نمرهٔ خوبی کسب نکرده است.

گاهی اوقات وقوع یک پیشامد بر احتمال وقوع پیشامدی دیگری تأثیر می گذارد. مثلاً احتمال 
قبولی فردی که هیچ اطلاعی از او در دست نیست و احتمال قبولی فردی با این شرط که بدانیم 
رتبهٔ تحصیلی او عالی بوده یکسان نیست. در این بخش به بررسی احتمال وقوع یک پیشامد 

به شرطی که بدانیم پیشامد دیگری رخ داده است می پردازیم.
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بار دیگر به مثال پرتاب دو تاس دقت کنید. همان گونه که دیدید احتمال اینکه مجموع عددهای 
__1 است. حال اگر بدانیم در پرتاب تاس اول عدد 2 رو شده است، 

12 رو شده در 10 شود برابر 
آیا این موضوع بر احتمال 10 شدن مجموع دو تاس تأثیر می گذارد؟

در این حالت احتمال 10 شدن مجموع دو تاس به شرط اینکه در پرتاب تاس اول عدد 2 رو 
شده باشد چقدر است؟

منتقل  فرزندان  به  والدین  از  و  دارند  نقش  صفات  شکل گیری  در  ژنتیک  عوامل 
حالت  دو  می تواند  انسان  یک  گوش  نرمهٔ  که  کرده اید  دقت  تا کنون  آیا  می شوند. 
داشته باشد، یکی پیوسته و یکی آزاد. با توجه به این موضوع سؤالاتی از این قبیل 

می توانند مطرح باشند:

آیا  باشد،  داشته  پیوسته  گوش  نرمهٔ  همسرش  و  آزاد  گوش  نرمهٔ  مردی  اگر 
می توان پیش بینی کرد که فرزند آنها چه نوع نرمهٔ گوشی خواهد داشت.

در ادامه به کمک علم احتمال به مسئلهٔ بالا پرداخته خواهد شد.

) نمایش می دهیم، احتمال  )P A B منظور از "احتمال A به شرط B" که آن را با 
وقوع پیشامد A است به شرط آنکه بدانیم پیشامد B رخ داده است.

می دانیم که:
________________تعداد حالت های مطلوب = احتمال رخ دادن یک پیشامد

تعداد همهٔ حالت های ممکن  	

) پیش فرض رخ دادن پیشامد B در نظر گرفته شده است،  )P A B حال با توجه به اینکه در 
در صورت و مخرج کسر فوق خواهیم داشت1:

1ــ حالت های مطلوب، همهٔ حالت هایی است که A رخ دهد در حالی که B رخ داده است. یعنی 
. ( )n A B همهٔ حالت هایی که هم A و هم B رخ دهد، یا به عبارتی این تعداد برابر است با 

2ــ همهٔ حالت های ممکن در اینجا برابر همهٔ حالت هایی است که در آنها B رخ داده باشد. به 
.n  (B  ) عبارتی این تعداد برابر است با

) است و به عنوان اثبات دقیق  )P A B 1ــ آنچه در مراحل )1( و )2( گفته شد صرفاً نوعی توضیح منطقی و شهودی برای رابطهٔ 
ریاضی مد نظر نیست.

          نرمه گوش پیوسته                     نرمه گوش آزاد
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( )( )
( )

n A B
P A B

n B
=

 بنابراین داریم:	

که با تقسیم صورت و مخرج این عبارت به n  (S  ) این فرمول به صورت زیر بیان می شود:

( )( )
( )

P A B
P A B

P B
=

 	

توجه: شرط محاسبهٔ احتمال پیشامد A به شرط وقوع پیشامد B آن است که P  (B  ) ≠0 و 

) قابل تعریف نیست. )P A B اگر P  (B  ) =0 ، آنگاه 
مثال: احتمال وقوع نوعی بیماری در یک جامعهٔ مشخص برابر 0/04 و احتمال اینکه فردی 
هم دچار این بیماری شود و هم درمان یابد برابر 0/02 است. اگر فردی به بیماری مذکور دچار 

شده باشد، احتمال درمان یافتن او چقدر است؟
حل:

A: پیشامد مبتلا شدن فرد به بیماری مورد نظر
( ) /

( ) /
P A

P A B

=
⇒ =

0 04

0 02

	

B: پیشامد درمان یافتن فرد مبتلا شده 	

، مد نظر است. ( )P B A حال محاسبهٔ احتمال درمان یافتن فرد به شرط اینکه مبتلا شده باشد یعنی 

( ) /( )
( ) /

P A B
P B A

P A
= = =

0 02 1

0 04 2

 	

به  و  اتومبیل دچار نقص فنی نشود  اینکه یک  اتومبیل رانی احتمال  مثال: در یک مسابقهٔ 
خط پایان نیز برسد برابر 0/7 است و احتمال اینکه یک اتومبیل دچار نقص فنی نشود برابر 
0/8 است. اگر بدانیم یک اتومبیل دچار نقص فنی نشده است، با چه احتمالی به خط پایان 

رسیده است؟
حل:

A: پیشامد دچار نقص فنی نشدن اتومبیل
( ) /

( ) /
P A

P A B

=
⇒ = 

0 8

0 7
 

	

B: احتمال رسیدن به خط پایان 	

( ) /( )
( ) /

P A B
P B A

P A
= = =

0 7 7

0 8 8

 	

مثال: اعداد 1 تا 9 را روی نهُ کارت نوشته و سه کارت را به تصادف انتخاب می کنیم. اگر 
باشد، چقدر احتمال داردکه هر سه عدد  انتخاب شده زوج  اعداد روی کارت های  مجموع 

زوج باشند؟
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حل: برای اینکه مجموع سه عدد زوج باشند یا هر سه باید زوج باشند و یا اینکه دو تا زوج و 
یکی فرد باشند. اما اعداد زوج چهار تا و اعداد فرد پنج تا هستند.

A:{28و6و4و} 	

B:{19و7و5  و3و} 	

) حالت امکان دارد  ) ( )× =5 4 402 1 ) حالت امکان دارد هر سه عدد زوج باشند و  ) =4 43 لذا 
که دو تا فرد و یکی زوج باشند. لذا 44 حالت هست که مجموع سه عدد زوج باشند که در آنها 

4 حالت هست که هر سه عدد زوج باشند. پس:

______________________________تعداد حالت هایی که هر سه عدد زوج اند = احتمال مطلوب 
تعداد کل حالاتی که مجموع سه عدد زوج است  = 4___

44  = 1___
11 	

__1 باشد. احتمال 
6 مثال: فرض کنید احتمال اینکه یک تیم فوتبال اصلی ترین رقیبش را ببرد 

__1 خواهد 
3 __1 و در صورتی که اصلی ترین رقیبش را ببرد 

4 قهرمانی این تیم در حال حاضر 
بود. با چه احتمالی حداقل یکی از دو اتفاقِ "قهرمان شدن" یا "برد اصلی ترین رقیب" برای این 

تیم اتفاق خواهد افتاد؟

A: پیشامد قهرمان شدن

 

	

B: پیشامد برد اصلی ترین رقیب
) و      )P A =

1

4
) و      )P B =

1

6
) و      )P A B =

1

3 	
حل:

  
( ) ( ) ( )P A B P A B P B= × =

1

18


( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + − =
13

36
 

 پیشامدهای مستقل

در مثال های قبل دیدیم که برخی پیشامدها بر احتمال وقوع پیشامدهای دیگر تأثیر می گذارند.

تأثیر   A وقوع  احتمال  بر   B وقوع  هرگاه  است  مستقل   B پیشامد  از   A پیشامد 
نگذارد.

به عبارتی در این صورت وقوع B احتمال وقوع A را کم یا زیاد نمی کند. در واقع احتمال وقوع 
A با شرط رخ دادن B و بدون این شرط یکسان باشد. یعنی پیشامد A از B مستقل است 
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 ، ( )( )
( )

P A B
P A B

P B
=

 آنجا که داریم  از  اما   ( ( ) ) ( ) ( )P B P A B P A≠ =0 هرگاه 

)١(                         ( ) ( ). ( )P A B P A P B= مستقل بودن A از B معادل است با اینکه 
 A نیز نسبت به B ،مستقل باشد B نسبت به A از این فرمول به وضوح نتیجه می شود که اگر

مستقل است. لذا می توان گفت:

دو پیشامد A و B از هم مستقل اند هرگاه وقوع هر یک بر احتمال وقوع دیگری 
تأثیر نداشته باشد.

دو پیشامد را که مستقل نباشند، وابسته می نامیم.
حال این سؤال مطرح می شود که آیا استقلال یا عدم استقلال دو پیشامد را همیشه می توان 
به طور شهودی تشخیص داد و اینکه چه وقت باید از رابطهٔ )1( برای تشخیص استقلال دو 

پیشامد استفاده کرد.
با توجه به فرمول محاسبهٔ احتمال یعنی:

( )( )
( )

n A
P A

n S
=

اگر پیشامدی مانند B، بر هیچ کدام از n  (A  ) و n  (S  ) تأثیری نداشته باشد، به سادگی می توان 
دید که وقوع پیشامد B،احتمال وقوع پیشامد A را تغییر نمی دهد، لذا دو پیشامد مذکور از 

هم مستقل اند.
مثال: یک سکه و یک تاس را پرتاب می کنیم. احتمال اینکه سکه پشت و تاس عددی زوج 

بیاید را محاسبه کنید.
حل: فرض کنیم

A: پیشامد رو شدن عددی زوج در پرتاب تاس 	

B: پیشامد پشت آمدن سکه 	

نمی گذارد.  تأثیر   P  (A  ) بر   B پیشامد  که وقوع  دیده می شود  به سادگی  گفته شد  آنچه  طبق 
بنابراین پیشامدهای A و B از هم مستقل اند و داریم:

( ) ( ) . ( )P A B P A P B= = × =
3 1 1

6 2 4


برابر 0/5 و  ایران در آسیا  تیم ملی فوتبال  فرض کنید در یک سال احتمال قهرمانی  مثال: 
احتمال قهرمانی تیم ملی والیبال ایران در آسیا برابر 0/8 باشد. با چه احتمالی حداقل یکی از 
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این تیم ها قهرمان خواهد شد؟
حل:

A: پیشامد قهرمانی تیم ملی فوتبال ایران  → P  (A  )=0/5 	

B: پیشامد قهرمانی تیم ملی والیبال ایران  → P  (B  )=0/8
 

) اما با توجه به نحوهٔ انتخاب A و B، پیشامد  ) ( ) . ( ) /P A B P A P B= =0 4 به وضوح دیده می شود که A و B از هم مستقل اند، لذا 
A است و داریم: B قهرمانی حداقل یکی از آنها به صورت 

( ) ( ) ( ) ( ) / / / /P A B P A P B P A B= + − = + − =0 5 0 8 0 4 0 9  	
در مثال های قبل استقلالِ دو پیشامد به سادگی تشخیص داده شد و از آن در حل مسئله استفاده شد. اما آیا همیشه تشخیص مستقل یا 
وابسته بودن دو پیشامد به همین آسانی است؟ برای توضیح بیشتر به مثال پرتاب دو تاس بر می گردیم. اگر پیشامد B را رو شدن عدد 2 در 
پرتاب تاس اول در نظر بگیریم، بررسی می کنیم که این پیشامد نسبت به هر یک از پیشامدهای مطرح شده در قسمت های )الف( و )ب( و 

)پ( از مثال 1 مستقل است یا نه؟
مثال: دو تاس را به ترتیب پرتاب می کنیم.

الف( آیا پیشامد اینکه مجموع دو تاس 5 شود و پیشامد اینکه در پرتاب اولین تاس عدد 2 رو شود، مستقل اند؟

B پیشامد                                                    A پیشامد                                
ب( آیا پیشامد اینکه مجموع دو تاس 7 شود و پیشامد اینکه در پرتاب اولین تاس عدد 2 رو شود، مستقل اند؟

B پیشامد                                                    A پیشامد                            
پ( آیا پیشامد اینکه مجموع دو تاس 10 شود و پیشامد اینکه در پرتاب اولین تاس عدد 2 رو شود، مستقل اند؟

B پیشامد                                                       A پیشامد                              
حل: در این مثال از آنجا که پیش فرض رو شدن عدد 2 در پرتاب تاس اول مفروض است، لذا تمام حالات ممکن به صورت زیر می باشد 

و 6 عضو دارد.
{(6 ,2) و (5 ,2) و (2,4) و(2,3) و (2,2) و (2,1)} 	

) را بررسی نماییم. برای هر سه قسمت، P  (A  ) را در اولین مثال این درس محاسبه  ) ( )P A B P A= حال در هر حالت می خواهیم صحت 
) را در هر سه قسمت محاسبه کنیم. )P A B کردیم. کافی است 

__1 است. بنابراین 
6 الف( در این صورت تنها حالتی که مجموع 5 است حالت )2,3( است. پس احتمال اینکه مجموع 5 ظاهر شود برابر 

__1 افزایش می دهد. لذا در این حالت A و B مستقل نیستند.
6 __1 به 

9 وقوع پیشامد B احتمال وقوع پیشامد A را از 
__1 است. لذا وقوع 

6 ب( در این صورت تنها حالتی که مجموع 7 است حالت )5  ,2( است. پس احتمال اینکه مجموع 7 ظاهر شود برابر 
پیشامد B احتمال وقوع پیشامد A را تغییر نداده است. بنابراین در این حالت A و B مستقل اند.

پ( در صورتی که عدد رو شده در تاس اول 2 باشد در هیچ حالتی مجموع دو تاس 10 نمی شود. بنابراین در این حالت احتمال اینکه 
__1 به صفر کاهش داده است. 

مجموع دو تاس برابر 10 شود صفر است. لذا در این حالت وقوع پیشامد B احتمال وقوع پیشامد A را از 12
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پس در این حالت A و B مستقل نیستند.
مثال: در علم ژنتیک برای ایجاد برخی صفات در فرزندان دو عامل را مؤثر می دانند که یکی از پدر و یکی از مادر به ارث می رسد. فرض 

کنیم دو عامل مذکور را برای تعیین شکل نرمهٔ گوش فرزند یکی با A و دیگری را با a نمایش دهیم که در آن:
A: عامل به وجود آمدن نرمهٔ گوش آزاد

a: عامل به وجود آمدن نرمهٔ گوش پیوسته

__1 هر یک از آنها را به فرزند خود می تواند انتقال دهد 
2 بنابراین هر فرد به یکی از حالت های AA یا aa یا aA می تواند باشد که با احتمال 

و تأثیر آن بر نرمهٔ گوش فرزند به صورت زیر است:
ــ اگر عامل های فرزند به صورت AA باشد، این فرد دارای نرمهٔ گوش آزاد است.

ــ اگر عامل های فرزند به صورت aa باشد، این فرد دارای نرمهٔ گوش پیوسته است.
ــ اگر عامل های فرزند به صورت Aa باشد، این فرد دارای نرمهٔ گوش آزاد است به همین دلیل عامل A را غالب و عامل a را مغلوب 

می نامند. و یا به طور خلاصه داریم:

aaAaAAعامل های فرد

نوع نرمهٔ گوش فردآزادآزادپیوسته

در شکل های زیر حالت های مختلف انتقال عوامل از پدر و مادر به فرزند نمایش داده شده اند.

AA

AA

A A

AA AA

Aa

A a

aa aa

aa

a a

aa

AA

AA

Aa

A

A a

A

Aa aa

aA

aa

a

a a

A

Aa aA

aA

aa

Aa

AA

a

A

A

a

A

A

a a

aA

آزاد پیوسته

پیوسته

آزاد

پیوسته

آزاد

آزاد

آزاد آزاد آزاد

)1(

)4( )5( )6(

)2( )3(

آزاد
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__1 باشد. اگر از میان افراد یک 
2 فرض کنیم احتمال هر یک از دو عاملِ هر فرد به فرزندش 

ناخالص  درصدشان   50 و  خالص  درصدشان   50 دارند  آزاد  گوش  نرمهٔ  که  آماری  جامعهٔ 
باشند، هر یک از احتمال های زیر را محاسبه کنید.

اگر علی نرمهٔ گوش آزاد و همسرش نرمهٔ گوش پیوسته داشته باشد، و آنها یک فرزند با نرمهٔ 
گوش پیوسته داشته باشند با چه احتمالی فرزند دوم آنها نرمهٔ گوش پیوسته خواهد داشت؟

حل: از آنجا که پدر، نرمهٔ گوش آزاد دارد، لذا عامل های او به صورت AA یا Aa است. اما 
اگر عامل های پدر به صورت AA باشد، نرمهٔ گوش فرزندان آن به صورت ..... خواهد بود. 
بنابراین عامل های پدر به صورت ..... است. از طرفی از آنجا که مادر نرمهٔ گوش پیوسته 
دارد، لذا عامل های او به صورت ..... خواهد بود. بنابراین با توجه به شکل 5 به احتمال 

..... فرزند دوم آنها نرمهٔ گوش پیوسته خواهد داشت.

تمرین های درس اول

١ در پرتاب یک تاس فرض کنید پیشامد A ظاهر شدن عدد زوج، پیشامد B ظاهر شدن عددی 
بخش پذیر بر عدد 3 و پیشامد C ظاهر شدن عددی بزرگتر از 2 باشد. مستقل یا وابسته بودن هر 

دو تا از این پیشامدها را بررسی نمایید.
٢ یک سکه را سه بار پرتاب می کنیم. احتمال رو آمدن سکه در پرتاب سوم را به دست آورید به 

شرط اینکه در دو پرتاب اول و دوم پشت ظاهر شده باشد.
٣ فرض کنید A و B دو پیشامد ناتهی و مستقل اند.

الف( نشان دهید 'A و B مستقل اند.
ب( با توجه به )الف( نشان دهید 'A و 'B نیز مستقل اند.

٤ احمد به احتمال 0/7 در تیم کوهنوردی مدرسه شان و به احتمال 0/8 در تیم ملی فوتبال 
نوجوانان انتخاب می شود. احتمال های زیر را محاسبه کنید.

الف( در هر دو تیم مورد نظر انتخاب شود.
ب( در هیچ کدام از دو تیم انتخاب نشود.
پ( فقط در تیم ملی فوتبال انتخاب شود.

ت( فقط در یکی از تیم ها انتخاب شود.
ث( حداقل در یکی از تیم ها انتخاب شود.

5 احتمال اینکه رویا در درس ریاضی قبول شود دو برابر احتمال آن است که دوستش در این 
درس قبول شود. اگر احتمال اینکه حداقل یکی از آنها در درس ریاضی قبول شوند برابر 0/625 

باشد، رویا با چه احتمالی در این درس قبول خواهد شد؟
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6 دو تاس با هم پرتاب شده اند. احتمال آنکه هر دو عدد رو شده زوج باشند به شرط اینکه بدانیم 
مجموع اعداد رو شده برابر 8 است را به دست آورید.

٧ ترکیبی از 4 مادهٔ شیمیایی داریم که دو تا از آنها مواد A و B هستند. احتمال واکنش نشان 
__1 است. اگر مادهٔ A واکنش نشان 

7  ،B ٔ1 و احتمال واکنش نشان دادن ماده__
5  ،A دادن ماده

__1 خواهد شد. با چه احتمالی حداقل یکی از مواد 
4  ،B ٔدهد، احتمال واکنش نشان دادن ماده

A یا B واکنش نشان خواهد داد؟
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فصل ٧   آمار و احتمال

 یادآوری

اطلاعات  و  اعداد  به عنوان مجموعه روش‎هایی شامل جمع‎آوری  آمار  علم  در سال گذشته 
)به عنوان داده‎ها(، سازماندهی و نمایش داده ها‎، تحلیل و تفسیر داده‎ها و در نهایت نتیجه‎گیری، 
قضاوت و پیش‎بینی در مورد پدیده‎ها و آزمایش‎های تصادفی تعریف شد. در این درس ضمن 

مرور مطالب گذشته، با جمع‎آوری داده ها‎ و روش‎های نمونه‎گیری آشنا خواهیم شد.

 متغیر و داده

متغیر به عنوان ویژگی ای از اعضای یک جامعه مورد بررسی و مطالعه قرار می‎گیرد که معمولًاً 
از یک عضو به عضو دیگر مقدار آن تغییر می‎کند. بدیهی است در هر پژوهشی، جمع‎آوری 
داده‎ به شناخت یک ویژگی یا متغیر کمک می‎کند. متغیر معمولًاً در قالب یک سؤال پرسیده 
داده )مقدار متغیر( می‎نامیم.  به ازای آن سؤال دریافت می‎شود را  می‎شود و پاسخ‎هایی که 
به عنوان مثال وزارت بهداشت، درمان و آموزش پزشکی می‎خواهد بداند که چند درصد از 
جمعیت کشور ایران تحت پوشش بیمه سلامت قرار دارند، بنابراین در قالب یک پرسش‎نامه 
از افراد می‎پرسد »آیا تحت پوشش خدمات بیمه سلامت هستند؟« متغیر و داده مرتبط با سؤال 

مطرح شده، در جدول زیر آمده است:

دادهمتغیر
بلی، خیرداشتن بیمه سلامت

نمونه گیری

درس دوم

کار در کلاس ١

جدول زیر را با توجه به پژوهش‎های مطرح شده، کامل نمایید.  
      

دادهمتغیرپژوهش

معلم یک مدرسه می‎خواهد متوسط مدت زمان استفاده دانش‎آموزان 
از اینترنت را برآورد نماید، لذا از دانش‎آموزان می‎پرسد »در یک 

شبانه‎روز چند دقیقه از اینترنت استفاده می‎کنند؟«

60 ,0 ,45 ,120 ,...

مدیر یک فروشگاه‎ زنجیره‎ای، می‎خواهد نوشیدنی‎های خود را بر 
اساس سلیقه مشتریان انتخاب کند، لذا از مشتریان خود می پرسد 

»نوشیدنی مورد علاقه آنها چیست؟« 

نوشیدنی 
مورد علاقه       
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یک شرکت داروسازی می‎خواهد بداند که محصولاتش در ارتباط 
با سردرد چقدر مؤثر واقع شده است، بنابراین از افراد می‎پرسد 
داروسازی  شرکت  این  تولیدی  قرص  از  سردرد  هنگام  به  »آیا 

استفاده می‎کنند؟«

بلی، خیر

پل  احداث یک  برای  ناجا،  راهور  پلیس  با هماهنگی  شهرداری 
هوایی در یک چهارراه نیاز دارد بداند در طول یک روز به طور 
که  سؤالی  بنابراین  می‎کند،  عبور  آنجا  از  خودرو  چند  متوسط 
مطرح می‎شود آن است که »هر روز چند خودرو از آن چهارراه 

عبور می‎کند؟«

0 ,1 ,2, …

می‎خواهد  گردشگری،  و  دستی  صنایع  فرهنگی  میراث  سازمان 
ارزیابی  ایران  به  سفر  از  را  خارجی  گردشگران  رضایت  میزان 
نماید، بنابراین از گردشگران خارجی می‎پرسد »آیا از سفر به ایران 

راضی بوده‎اند؟«

کاملًا راضی هستم، 
راضی هستم، نظری 
ندارم، راضی نیستم، 

اصلا راضی نیستم

بنابراین توجه به این نکته مهم است که سؤالات مختلف جنبه‎های متفاوتی از یک موضوع را 
آشکار می‎سازد و اطلاعات لازم از این سؤالات به‎دست می‎آید. بنابراین در طراحی سؤال باید 

روی متغیر موردنظر توجه و تمرکز داشته باشیم.

 انواع متغیرها )یادآوری(

متغیرهایی مانند تعداد دفعات مسواک زدن و مدت زمان ورزش کردن در یک شبانه روز که 
یا شدت درد که  مانند رنگ چشم  متغیرهایی  کمی می‎نامیم.  متغیر  اندازه‎گیری‎ هستند،  قابل 
قابل اندازه‎گیری‎ نیستند را متغیرهای کیفی می‎نامیم. همان طور که می‎دانید  معمولاًً اگر پاسخ 
سؤال پرسیده شده عدد باشد که از اندازه‎گیری یا شمارش به دست آید آن متغیر را کمی و در 

غیر این صورت آن را متغیر کیفی می‎نامیم. 
می‎دانید که متغیرهای کمی به دو گروه پیوسته و گسسته و متغیرهای کیفی نیز به دو گروه ترتیبی 

و اسمی تقسیم می‎شوند:
متغیری که اگر دو مقدار a و b را اختیار کند، هر مقدار بین آنها را نیز بتواند اختیار کند مانند 
مدت زمان استفاده از اینترنت، مقدار شاخص توده بدنی، میزان هموگلوبین را متغیر پیوسته 

نامیم. 
تعداد  شده،  پوسیده  دندان‎های  تعداد  فرزندان،  تعداد  مانند  نباشد  پیوسته  که  کمی  متغیر  هر 
تصادف‎ها در هر شبانه روز در شهر تهران  را متغیر گسسته می‎نامیم، معمولاًً متغیر گسسته 

قابلیت شمارش دارد.
متغیر کیفی که در آن  نوعی ترتیب طبیعی وجود داشته باشد مانند سطح تحصیلات، گروه‎های 
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سنی را متغیر ترتیبی می‎نامیم. 
اسمی  متغیر  را  خونی  وگروه‎های  جنسیت  چشم،  رنگ  مانند  نباشد  ترتیبی  که  کیفی  متغیر 

می‎نامیم.

کار در کلاس ٢

جدول زیر را به کمک کار در کلاس 1 کامل نموده و دو سطر آخر را به دلخواه خودتان پر 
کنید.

کیفیکمیدادهمتغیر

اسمیترتیبیگسستهپیوسته

بلی، خیرداشتن بیمه سلامت

60 ,0 ,45 ,120 ,...

نوشیدنی مورد علاقه

بلی، خیر

0 ,1 ,2, …

کاملًا راضی هستم، 
راضی هستم، نظری 
ندارم، راضی نیستم، 

اصلًا راضی نیستم

خوب، متوسط، ضعیف

 روش های جمع آوری داده

با  برای جمع‎آوری داده‎ها روش‎های مختلفی وجود دارد که ضروری است روش موردنظر 
سؤال‎های پرسیده شده، متناسب باشد.  

برخی روش‎های مختلف جمع‎آوری داده عبارت اند از:
1ــ پرسشنامه، مصاحبه.

2ــ آزمایش.
3ــ منابعی مانند دوستان، بستگان، روزنامه، کتاب‎ها، مجله‎ها، اینترنت و دفاتر ثبت سازمان‎ها، 

اداره‎های دولتی و اداره‎های غیر‎دولتی.
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به‎عنوان مثال برای هریک از سؤالات مطرح شده در کار در کلاس 1 این 
درس استفاده از پرسشنامه یا مصاحبه مناسب‎ است.	

اگر در مطالعه‎ای اطلاعات مربوط به میزان هموگلوبین افراد را نیاز داشته 
باشیم باید افراد آزمایش خون بدهند.	

غیرواگیر،  یا  واگیر  بیماری های  پیرامون  بهداشتی  اطلاعات 
سلامت مادر و کودک، آلودگی هوا و … از کشورهای مختلف 
دسترس  در   )WHO1( جهانی  بهداشت  سازمان  درگاه  در 

است.	

مینا و دوستانش می‎خواهند در قالب یک کار پژوهشی ارتباط وضعیت تغذیه و میزان فعالیت فیزیکی را با برخی عوامل سنجش سلامت 
بدنی بین دانش آموزان متوسطه دوم بررسی نمایند. آنها به کمک معلم خود موارد زیر را طراحی کرده اند. با پر کردن جدول زیر به آنها در 

روش جمع آوری داده برای هر سؤال کمک نمایید.

روش جمع‎آوری اطلاعاتسؤال
تعداد وعده‎های غذایی فست‎فود در طول یک ماه 

میزان مصرف روزانه میوه و سبزیجات 
میانگین ساعات فعالیت فیزیکی روزانه

وزن
قد

)BMI( شاخص توده بدنی
کالری هر ماده غذایی

قند خون ناشتا

Wor ld Health Organization ــ1

کار در کلاس ٣
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 جامعه و نمونه

قبل از شروع فرایند جمع‎آوری داده، به این سؤال باید پاسخ داده شود که به چه اندازه‎ )حجمی( 
از داده‎ها نیازمندیم که مطمئن شویم نتیجه حاصل، معتبر است. در پایه دهم با دو مفهوم جامعه 

و نمونه آشنا شدید.
جامعه: مجموعه تمام افراد یا اشیایی که تحقیق درباره  یک یا چند ویژگی آنها صورت می‎گیرد 

را جامعه یا جمعیت نامند. 
نمونه: زیر مجموعه‎ یا بخشی از جامعه که برای مطالعه انتخاب می‎شود را نمونه نامند.

مثال 1

رضایت  میزان  می‎خواهد  گردشگری،  و  دستی  صنایع  فرهنگی  میراث  سازمان 
گردشگران خارجی را از سفر به ایران در سال 1395 ارزیابی نماید. 

جامعه: کلیه گردشگران خارجی که در سال 1395 به ایران مسافرت کرده اند  
جامعه آماری را تشکیل می‎دهند.

نمونه: گردشگران خارجی که در شش ماهه اول سال 1395 از تخت  جمشید 
دیدن کرده‎اند، نمونه آماری را تشکیل  می‎دهند. 

برای داشتن یک نمونه‎گیری خوب باید به دو سؤال پاسخ داد:
1ــ حجم نمونه انتخابی چقدر باید باشد؟

2ــ چه اعضایی باید به‎عنوان نمونه انتخاب شوند؟
به سؤال 1، با توجه به ماهیت متغیرها و نوع مطالعه و استفاده از فرمول‎های آماری، در سطوح 
بالاتر آشنایی با علم آمار پاسخ خواهیم داد. برای پاسخ به سؤال 2، هر چه اطلاع ما از جامعه 

مورد بررسی بیشتر باشد، در ارائه یک نمونه مناسب موفق‎تر خواهیم بود. 
نمونه مناسب نمونه‎ای است که معرف جامعه باشد یعنی ویژگی‎های مورد مطالعه در نمونه 
زیرا  شویم  سوگیری  دچار  نباید  نمونه  یک  انتخاب  در  نباشند.  متفاوت  خیلی  جامعه  در  و 

سوگیری در انتخاب نمونه می‎تواند منجر به ارائه نتایج نادرست گردد.  
مفهوم سوگیری را با یک مثال تشریح می‎کنیم:

اگر بخواهیم برآوردی از میانگین قد دانش آموزان متوسطه دوم داشته باشیم و نمونه را از تیم 
بسکتبال انتخاب نماییم، ممکن است برآورد نادرستی از میانگین قد دانش‎آموزان داشته باشیم. 

خواندنی
یکی  مسکن  و  نفوس  عمومی  سرشماری 
کشورها  شناخت  راه های  عمده ترین  از 
برای برنامه ریزی، نظارت، کنترل و ارزیابی 
منطقه ای  و  ملی  فعالیت های  و  خدمات 
تاریخی  مدارک  و  اسناد  مطالعهٔ  می باشد. 
نشان می‎دهد،کشورهای مصر، چین و بابل 
و 3800  ترتیب، حدود 2500، 3000  به 
نفوس  سرشماری   به  میلاد  از  قبل  سال 
اولین سرشماری جهان،  و  نموده‎اند  اقدام 
در  1794میلادی  سال  در  نوین  روش  به 
در  امروزه  است.  انجام شده  کشور سوئد 
اغلب کشورها سرشماری نفوس به فاصله 

هر ۵ یا ۱۰ سال انجام می‎شود. 	
در ایران، سرشماری در سال های ۱۳۳۵، 
 ۱۳۸۵  ،۱۳۷۵  ،۱۳۶۵  ،۱۳۵۵  ،۱۳۴۵
شمسی انجام شده و از سال  ۱۳۹۰ شمسی 
هر 5 سال یک‎بار مطابق روش های علمی 
و متناسب با زمان توسط مرکز آمار ایران، 

انجام می‎شود.
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  »1395 سال  در  ایران  به  سفر  از  خارجی  گردشگران  رضایت  »میزان  مثال  در 
دقیق‎ترین نتایج را زمانی خواهیم داشت که کلیه گردشگران خارجی که در سال 
1395 به ایران مسافرت کرده اند، در این بررسی شرکت کنند. اما این کار که 

سرشماری نامیده می شود از نظر زمان و هزینه مقرون به صرفه نیست. 

در هریک از عناوین پژوهشی مطرح شده جامعه را مشخص کنید و یک نمونه تعریف نمایید. 
سطر آخر را به دلخواه خودتان پر کنید.

نمونهجامعه عنوان پژوهش

اینترنت دانش‎آموزان  از  بررسی مدت زمان استفاده 
دوره دوم متوسطه شهر تهران در سال 1395

 ‎های مصرفی یک فروشگاه‎بررسی فراوانی نوشیدنی
زنجیره‎ای در تابستان 1396 

در  تولید شده  مُسکن‎های  از  میزان رضایت  بررسی 
یک شرکت داروسازی در طول سال گذشته

بررسی سرانه مطالعه دانش آموزان در یک شبانه‎روز 
در سال 1395

کار در کلاس ٤

 روش های نمونه گیری

فعالیت کلاسی ١

به درس ریاضی در دست  به منظور سنجش میزان علاقه مندی دانش‎آموزان نسبت  پژوهشی 
طراحی است. معلم از دانش‎آموزان خواست پیشنهادهای خود را مبنی بر انتخاب نمونه‎ای 
تا  پایه‎های دهم  با 230 دانش‎آموز در  از یک مدرسه متوسطه دوم  اندازه 60 دانش‎آموز  به 

دوازدهم مطرح کنند. تعداد دانش‎آموزان در هر کلاس در جدول گزارش شده است: 
پایهدهمیازدهمدوازدهم

کلاسریاضیتجربیانسانیریاضیتجربیانسانیریاضیتجربیانسانی

تعداد302020352520253025
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لیست  او  ترتیب  این  به  کرد.  استفاده  قرعه‎کشی  رویکرد  از  علیرضا  علیرضا:  پیشنهاد 
دانش‎آموزان مدرسه را از دفتر گرفته، به هر یک از آنها شماره 1 تا 230 را اختصاص داد. 
را  آنها  و  نوشت  کاغذ   ‎ٔاندازه‎هم و  قطعات کوچک  روی  را  تا 230   1 همچنین شماره های 
در ظرفی قرار داد. سپس از خواهرش خواست 60 تا از برگه‎ها را انتخاب کند. در ادامه 
شماره های رو شده را با لیست انطباق داد و به این ترتیب 60  نفر از دانش آموزان را کاملاً 

تصادفی انتخاب کرد. 
انسانی  و  تجربی  ریاضی،  رشته‎های  دانش‌‎آموزان  کل  تعداد  ابتدا  محمد  محمد:  پیشنهاد 

مدرسه را مشخص نمود.

رشتهریاضیتجربیانسانیجمع
تعداد جامعه230907565
تعداد نمونه60

سپس تعیین کرد که از هر رشته متناسب با تعداد آن چند نفر باید انتخاب کند. به این ترتیب

65 * 60 = تعداد انتخابی از رشته ریاضی
230

 =16/95 ∼ 17 	

75 * 60 = تعداد انتخابی از رشته تجربی
230

 =19/56 ∼ 20 	

90 * 60 = تعداد انتخابی از رشته انسانی 

230
 =23/47 ∼ 23 	

در پایان تعداد مشخص شده از هر رشته را به صورت قرعه کشی )به تصادف( از هر رشته 
انتخاب نمود.

پیشنهاد سعید: سعید خود دانش‎آموز پایهٔ یازدهم رشته تجربی و برادرش دانش‎آموز پایهٔ دهم 
رشتهٔ انسانی است. لذا او پیشنهاد کرد دانش‎آموزان این دو کلاس انتخاب شوند.

١ــ در کدام روش سوگیری وجود دارد؟

٢ــ کدام نمونه معرف بهتری از جامعه است؟

٣ــ شما کدام روش را ترجیح می‎دهید؟ چرا؟

در روش نمونه‎گیری تصادفی ساده همه اعضا شانس انتخاب  نمونه‎گیری تصادفی ساده: 
برابر دارند. ابزار مورد نیاز در این روش داشتن فهرستی از جامعه است و به هر عضو جامعه 
به  )n(، عدد  نمونه  اندازه حجم  به  می‎گیرد. سپس  تعلق  N )حجم جامعه(  تا  از یک  عددی 
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تصادف انتخاب می‎کنیم. این کار را می توانید با استفاده از قرعه‎کشی و ماشین حساب انجام   دهید. با مراجعه به فهرست جامعه، افراد 
منتخب مشخص می‎گردند. 

کرده  استفاده  ساده  تصادفی  روش  از  نمونه  انتخاب  برای  علیرضا   1 فعالیت  در 
است. البته برای انتخاب تصادفی 60 عدد از 230 عدد، از قرعه کشی استفاده 

نمود.

 تولید عدد تصادفی با استفاده از ماشین حساب

برخی ماشین‎حساب ها عدد تصادفی تولید می‎کنند. شما به‎عنوان پژوهشگر از قبل با توجه به تعداد افراد 
جامعه مورد بررسی مشخص می‎کنید که از عدد تصادفی )بدون در نظر گرفتن ممیز( تولید شده چند رقم و 
از کدام سمت انتخاب شود. با فشار دادن دکمه مربوطه )با توجه به مدل ماشین حساب(، تولید عدد تصادفی 

را تا رسیدن به حجم نمونه موردنظر ادامه ‎دهید. 

کار در کلاس 5

با استفاده از تولید عدد تصادفی با ماشین حساب، به مدیر دبیرستان در انتخاب نمونه تصادفی 10 نفره از فهرست 50 نفری زیر کمک کنید.

10ــ الهام9ــ سپیده8ــ ملیحه7ــ سمانه6ــ افروز5ــ نگار4ــ شراره3ــ سیما2ــ زهرا1ــ مونا

20ــ الناز19ــ مهسا18ــ فاطمه17ــ فریده16ــ راضیه15ــ مرضیه14ــ سیمین13ــ مینا12ــ مهناز11ــ ساناز

30ــ دریا29ــ لاله28ــ رژین27ــ النا26ــ فرناز25ــ آذر24ــ درنا23ــ لیلا22ــ سمیه21ــ مریم

40ــ عسل39ــ نجمه38ــ زهره37ــ سورن36ــ پریناز35ــ سحر34ــ صبا33ــ سارا32ــ افسون31ــ بهار

50ــ رویا49ــ پروین48ــ شیرین47ــ مستانه46ــ شیما45ــ رزا44ــ نازنین43ــ گلنار42ــ نیکی41ــ هدیه

]راهنمایی: جهت حرکت و ارقام انتخابی خود روی جدول را مشخص نمایید )مثلًا حرکت به سمت راست و دو رقم سمت راست(. 10 
عدد انتخاب شده باید کمتر از 50 باشد در غیراین صورت عدد بعدی انتخاب می‎شود و در پایان با مراجعه به فهرست 10 نفر را مشخص 

کنید.[

نمونه‎گیری در دسترس: در این روش معمولًا افراد داوطلب و در دسترس جامعه، در نمونه انتخابی قرار می‎گیرند؛ مثلًا برای انتخاب 
نمونه‎ای از بیماران مبتلا به دیابت نوع دوم در شهر تهران، تنها بیماران مراجعه کننده به بیمارستان طالقانی به عنوان نمونه انتخاب شوند. 
گرچه این روش نمونه‎گیری چندان دقیق نیست اما گاه در عمل چاره ای جز استفاده از این روش‎ها نداریم و این روش‎ به امکان‎پذیری کار 

بسیار کمک می‎کنند.
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نفری از نوجوانان پسر در سه مدرسه  نمونه‎ای 15  2: فرمانداری سپیدان می‎خواهد  مثال 
متوسطه دوم واقع در مرکز شهرستان برای شرکت در اردوی فرهنگی تابستانه انتخاب نماید.

نمونه‎گیری در دسترس: از کارمندان فرمانداری خواسته شد تا در صورت تمایل و داشتن 
فرزند پسر در متوسطه دوم، با ارائه کپی کارت ملی، فرزند خود را در این اردو ثبت‎نام نمایند 

و اولویت با کسانی است که زودتر اقدام کنند.
نمونه‎گیری تصادفی ساده: فرمانداری سپیدان با ارسال نامه‎ای به سه مدرسه پسرانه متوسطه 
دوم مرکز شهرستان از آنها خواست تا لیست دانش آموزانی که تمایل به شرکت  در یک اردوی 
فرهنگی دارند را ارسال نمایند. سپس لیست‎های ارسالی از سه مدرسه را ادغام نموده و به این 
ترتیب لیست جامعه را تشکیل دادند. با استفاده از جدول اعداد تصادفی 15 عدد به تصادف 
انتخاب شد، با مراجعه به لیست، نام و نام خانوادگی دانش آموزان منتخب مشخص گردید. 
سپس در قالب دعوتنامه به هر سه مدرسه، دانش آموزان منتخب به اردوی فرهنگی تابستانه 

دعوت شدند.

در فعالیت 1 سعید برای انتخاب نمونه از روش در دسترس استفاده کرده است.

کار در کلاس 6

انتخاب  ایران در سال 1395«   به  از سفر  ١ــ در مثال »میزان رضایت گردشگران خارجی 
گردشگرانی که در فروردین 1395 از تخت جمشید دیدن کرده‎اند، چه نوع نمونه‎گیری است؟

٢ــ در مثال »میزان رضایت گردشگران خارجی از سفر به ایران در سال 1395«،  پیشنهاد 
شما برای انتخاب یک نمونه 500 نفری از گردشگران خارجی با روش نمونه‎گیری تصادفی 

ساده چیست؟  

تمرین های درس دوم

١ آیا سؤالات زیر برای مطرح شدن در  یک پژوهش مناسب است؟ چرا؟  
ــ با توجه به اینکه تحقیقات نشان می دهد بیشتر بزهکاران علاقه و تمایل به ازدواج ندارند، آیا 

جوانانی مانند شما امکان ازدواج دارند؟
با توجه به امکانات شبانه روزی پلیس، نظر شما در مورد میزان افزایش امنیت اجتماعی  ــ 

چیست؟	

رشته  این  در  باید  شدن  آماردان  برای 
اما  باشیم  داشته  دانشگاهی  تحصیلات 

درک آمار برای همه لازم است. 



درس دوم    نمونه گیری

21

٢  نوع هر متغیر را مشخص نمایید.

کمیکیفیدادهمتغیر

پیوستهگسستهترتیبیاسمی

1%، 2%،...نرخ تورم

0و1و2و3و....تعداد تصادفات یک راننده

مشکی، بژ، سفیدرنگ خودرو

بیکار، شاغل، خارج از نیروی کاروضعیت اشتغال

نرمال، خفیف، متوسط، شدیددرجه افسردگی

٣ دو طرح برای انتخاب یک نمونه از سالمندان ساکن شهر ایلام ارائه شده است: 
الف( برای انتخاب نمونه ای 100 نفری از سالمندان ساکن شهر ایلام، ابتدا با مراجعه به فهرست 
سالمندان تحت پوشش هر یک از مراکز بهداشت جمعیت کل سالمندان شهر ایلام را مشخص 
نموده و سپس به هر عضو از جمعیت یک کد اختصاص می یابد. سپس به کمک جدول اعداد 

تصادفی 100 عدد انتخاب شده و با مراجعه به لیست نمونه انتخابی مشخص می‎گردد.	
به  دعوت  فراخوان  ایلام  شهر  ساکن  سالمندان  از  نفری   100 نمونه ای  انتخاب  برای  ب( 
»مشارکت در یک طرح پژوهشی برای سالمندان« در اماکن عمومی شهر ایلام مانند مساجد، 
پارک ها و … نصب می‎گردد و از علاقه مندان دعوت می‎شود که در یک ساعت مشخص در 

یک مکان مشخص حاضر گردند.   
ــ ابتدا نوع روش نمونه گیری هر طرح را مشخص نمایید.

ــ سپس برای هر روش یک نقطه قوت و یک نقطه ضعف بیان نمایید.

٤ در شهر نیشابور برای بررسی کیفیت زندگی افراد مبتلا به دیابت نوع دوم پژوهشی در 
دست انجام است. جدول زیر مراکز بهداشت و تعداد مراجعین مبتلا به دیابت نوع دوم هر مرکز 

را نشان می‎دهد.

مرکز بهداشتشماره1شماره 2شماره 3شماره 4شماره 5شماره 6شماره 7شماره 8

تعداد 88130121491156458100
مراجعین 

مبتلا به دیابت 
نوع دوم

ــ جامعه مورد بررسی را تعریف کنید.
ــ برای انتخاب 100 نفر نمونه تصادفی، چگونه عمل می‎کنید؟  

ــ برای انتخاب 100 نفر نمونه در دسترس، چگونه عمل می‎کنید؟  
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 مقدمه

قالب  در  شاخص‎هایی  یا  و  جدول  نمودار،  قالب  در  داده‎ها  خلاصه‎سازی  به  توصیفی  آمار 
معیار‎های گرایش به مرکز و معیارهای‎های پراکندگی می‎پردازد. آمارتوصیفی اطلاعی از 

چگونگی داده‎های جمع‎آوری شده فراهم می‎آورد که بسیار مفید است. 

 معیارهای گرایش به مرکز 

یا چند عدد شاخص  تا دانسته‎های نهفته در داده‎ها را به صورت یک  معمولًا سعی می شود 
درآورد، تا بتوان هم ایده کلی درباره ویژگی مورد مطالعه به‎دست آورد و هم نتیجه مطالعات را 
به‎سادگی گزارش کرد. میانگین و میانه به عنوان معیار‎های گرایش به مرکز در این کتاب معرفی 

می‎شوند.
میانگین

میانگین ساده‎ترین و در عین حال پرکاربردترین معیار‎ گرایش به مرکز است که در پایه هشتم با 
آن آشنا شده‎اید.

محمد جرم 5 نفر از دوستان خود را پرسید و آنها را در جدول زیر یادداشت نمود. سپس 
میانگین جرم دوستان خود را حساب کرد:

علیاحمدسامنیمارضادوست

5561575562جرم )کیلوگرم(

میانگین متوسط یا مرکز ثقل داده‎ها است که آن را با μ نشان می‎دهیم و برابر است 
با:

Nx x x

N

+ + +
µ = 1 2 

که در آن xi داده‎ها و N برابر با تعداد کل داده‎ها است. 

فعالیت کلاسی 1

آمار توصیفی

درس سوم
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نحوه محاسبه میانگین
1 محمد ابتدا مجموع جرم دوستان خود را محاسبه نمود:

2 سپس عدد حاصل را بر عدد 5 )تعداد دوستان( تقسیم نمود:

کار در کلاس

١ در فعالیت 1، میانگین جرم دوستان محمد چند گرم است؟
٢ هوای اهواز در هر ساعت از یک روز بهاری گزارش شد. اگر میانگین دمای هوا 28 

 )F C= +
9

32
5

درجه سانتی گراد باشد، میانگین دمای هوا چند فارنهایت است؟ )راهنمایی

میانه
مثال1: در فعالیت 1، جرم کدام دوست محمد، در وسط داده‎ها قرار دارد؟

محمد برای پاسخ به این سؤال:
1ــ داده‎ها را از کوچک به بزرگ مرتب کرد:

6261575555

2ــ جرم رضا و احمد از سام کمتر است، در حالی‎که جرم علی و نیما از سام بیشتر است.

از مرتب کردن داده‎ها از  میانه داده‌ها می‎نامند، زیرا پس  عدد 57 )جرم سام( را 
کوچک به بزرگ در وسط داده‎ها قرار می‎گیرد.

میانگین جرم دوستان محمد برابر است با ……… .

ویژگی‎های میانگین
اگر هر یک از داده‎های آماری با مقدار ثابتی جمع شود، میانگین آنها نیز با همان مقدار ثابت 

جمع خواهد شد.
اگر هر یک از داده‎های آماری در مقدار ثابتی ضرب شود، میانگین آنها نیز در همان مقدار 

ثابت ضرب خواهد شد.
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مثال 2
ــ میانگین و میانه اعداد زیر را بیابید.

52072141011
الف( محاسبه میانگین

+ + + + +
µ = =

11 10 14 72 20 5
22

6

مرتب کردن داده‎ها از کوچک به بزرگ 	 72, 20, 11,14, 10, 5

/+
=

11 14
12 5

2
ب( محاسبه میانه	

برای این داده‎ها ترجیح می‎دهید میانگین گزارش شود یا میانه؟ چرا؟

محاسبه میانه داده ها

ابتدا داده ها را از کوچک به بزرگ مرتب می کنیم

تعداد داده هاعدد فرد

میانگین دو عدد 
وسط

عدد زوج

عدد وسط

میانگین داده‎ها تحت تأثیر داده‎های خیلی بزرگ و یا خیلی کوچک که در آمار به آنها 
داده‎های دورافتاده می گوییم، قرار می گیرد. درصورتی که میانه داده ها تحت تأثیر 
داده های دور افتاده قرار نمی‎گیرد. بنابراین در صورت وجود داده دورافتاده، 

میانه گزارش می‎کنیم در غیر این صورت میانگین را گزارش می‎کنیم.

داده‎های زیر مربوط به تعداد ضربان قلب 12 دانش‎آموز پایه یازدهم، قبل از یک مسابقه دو 
است. 

869792891019898105758291100
ــ  میانه داده‎ها را مشخص نمایید.

ــ  میانگین داده‎ها را مشخص نمایید.

کار در کلاس 2
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نمره درس ریاضی دانش‎آموزان دو کلاس A و B به تفکیک گزارش شده است:

12111098A

20151050B

فعالیت کلاسی ٢

میانه نمره این دو کلاس را محاسبه نمایید.

میانگین نمره این دو کلاس را محاسبه نمایید.

به نظر شما یک معلم ریاضی ترجیح می‎دهد در کدام کلاس تدریس کند؟ چرا؟

همان‎طور که در فعالیت 2 ملاحظه می‎نمایید، تنها توجه به معیارهای گرایش به مرکز نمی‎تواند اطلاع کاملی از داده‎ها در اختیار ما قرار دهد 
و لازم است به چگونگی پراکندگی داده‎ها توجه نمود. 

 دامنه تغییرات

8     9     10    11   12

0                         5                         10                       15                        20

 معیارهای پراکندگی

میانه و میانگین معیارهایی هستند که اطلاعی پیرامون مرکز داده‎ها فراهم می‎کنند. گاه در توصیف داده‎ها لازم است از چگونگی پراکندگی 
به عنوان معیارهای  اول و چارک سوم  انحراف معیار، چارک  تغییرات، واریانس،  با دامنه  این درس  باشیم. در  نیز اطلاعی داشته  آنها 

پراکندگی آشنا خواهیم شد.

و  بزرگ‎ترین  بین  اختلاف  که  است  پراکندگی  شاخص  ساده‎ترین  تغییرات  دامنه 
کوچک‎ترین داده‎ها است. 

مثال 3:  در فعالیت 2 برای محاسبه دامنه تغییرات نمره ریاضی کلاس A و کلاس B، به صورت زیر عمل نمایید: 

B کلاسA کلاس

08کوچک‎ترین داده

2012بزرگ‎ترین داده

4= 8- 2012=0 - 20دامنه تغییرات
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کار در کلاس 3

معلم از 7 نفر از دانش‎آموزان خواست تا تعداد کتاب‎های غیردرسی که در طول تابستان گذشته 
مطالعه کرده‎اند گزارش کنند. دامنه تغییرات آنها را محاسبه کنید.

 1 4 14 12 98  15

دو دانش‎آموز دیگر به جمع آنها اضافه شدند و آنها نیز تعدادکتاب‎های غیردرسی که در طول 
تابستان گذشته مطالعه کرده بودند را به ترتیب 5 و 11 اعلام کردند. مجدداً دامنه تغییرات این 

9 داده را محاسبه کنید.

همان ‎طور که می‏بینید دامنه تغییرات تنها به بزرگ‎ترین و کوچک‎ترین داده‎ها وابسته است و با 
تغییر تعداد و مقدار داده‎های میانی، مقدار آن تغییر نخواهد کرد.  بنابراین این معیار نمی‎تواند 

بیانگر خوبی برای پراکندگی داده‎ها باشد. 

که  آنجا  از  هستیم.  داده‎ها  پراکندگی  بیان  برای  بهتر  شاخصی  جستجوی  در  واریانس: 
میانگین معیاری برای مرکز داده‎ها است، شاخصی که بیانگر اختلاف داده‎ها از میانگین باشد 
و معایب وارد بر دامنه تغییرات را برطرف سازد، می‎تواند شاخص بهتری برای بیان پراکندگی 

داده‎ها باشد. 

فعالیت کلاسی 3

ــ در فعالیت 2 اختلاف از میانگین را برای نمره‎های ریاضی کلاس A و B به کمک جداول 
زیر محاسبه نمایید.

B کلاسA کلاس

)yi - μy(yi)xi - μx(xi

08
59

1010
1511
2012

ــ مجموع اختلاف داده‎ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه نمایید. 

در فعالیت 2 دامنه تغییرات نمره ریاضی کلاس A، 4 نمره و دامنه تغییرات نمره ریاضی کلاس 
B، 20 نمره است. ملاحظه می‎شود که در کلاس A پراکندگی داده‎ها کمتر از کلاس B است. 
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قدرمطلق  از  باید  دهد،  نشان  را  میانگین  پراکندگی حول  که  برای ساختن شاخصی  بنابراین 
اختلاف داده‎ها از میانگین یا از مجذور اختلاف داده‎ها از میانگین استفاده نمود. استفاده از 

مجذور اختلاف داده‎ها از میانگین متداول‎تر است.
ــ مجذور اختلاف از میانگین برای نمره‎های ریاضی کلاس A و B را به کمک جداول زیر 

محاسبه نمایید.

B کلاسA کلاس

)yi - μy(2)yi - μy(yi)xi - μx(2)xi - μx(xi

08

59

1010

1511

2012

ــ مجموع مجذور اختلاف داده‎ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه نمایید. 

)8-10(2 + … + )12-10(2 =A ها از میانگین برای کلاس‎مجموع مجذور اختلاف داده

)0-10(2 + … + )20-10(2 =B ها از میانگین برای کلاس‎مجموع مجذور اختلاف داده

ــ میانگین مجذور اختلاف داده‎ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه و مقایسه کنید.

( ) ( )− + + −
=

2 28 10 12 10

5



A ها از میانگین برای کلاس‎میانگین مجذور اختلاف داده

( ) ( )− + + −
=

2 20 10 20 10

5



B ها از میانگین برای کلاس‎میانگین مجذور اختلاف داده

با  شد.  صفر  داده ها  میانگین  از  داده‎ها  اختلاف  مجموع  کلاس،  دو  هر  در 
مراجعه به تعریف میانگین، بدیهی است این نتیجه اتفاقی نبوده و همواره برای 
هرمجموعه‎ای از داده‎ها، مجموع اختلاف  داده‎ها از میانگین صفر خواهد 

شد.
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همان‎طور که در فعالیت 3، دیده می‎شود واریانس بزرگ )کلاس B( نشان دهنده دور بودن 
داده ها از میانگین آنها و واریانس کوچک )کلاس A( نشان دهنده نزدیکی داده ها به میانگین 
بنابراین  بود.  خواهد  صفر  آنها  واریانس  باشند،  برابر  هم  با  داده‎ها  همه  چنانچه  است.  آنها 

واریانس معیار بهتری برای سنجش پراکندگی و تغییرپذیری داده‎ها نسبت به میانگین است.

واریانس تعداد کتاب‎های غیردرسی مطالعه شده در کاردرکلاس 2، توسط 7 و 9 دانش‎آموز 
را محاسبه کنید.

تعداد کتاب های مطالعه شده توسط هر دانش‎آموزدامنه تغییراتواریانس

1415 	8 	8 	12 	14 	4 	1

1415 	8 	8 	12 	14 	4 	1 	5 	11

همان‎طور که در کاردرکلاس ٤، دیده می‎شود واریانس برخلاف دامنه تغییرات با تغییر تعداد و 
مقادیر داده‎ها تغییر می‎کند.

ویژگی‎های واریانس: اگر هر یک از داده‎های آماری با مقدار ثابتی جمع شود، واریانس 
آنها تغییر نخواهد کرد.

آنها در مجذور همان  ثابتی ضرب شود، واریانس  آماری در مقدار  از داده‎های  اگر هر یک 
مقدار ثابت ضرب خواهد شد.

کار در کلاس ٤

کار در کلاس ٥

 σ 2 ها از میانگین آنها را واریانس می نامند و از نماد‎میانگین مجذور اختلاف داده

( ) ( )l Nx x
N

−µ + + −µ
σ =

2 2
2  برای نمایش آن استفاده می‎شود:	

1  در فعالیت 1، انحراف معیار جرم دوستان محمد چند گرم است؟

بهاری گزارش شد، اگر واریانس دمای هوا 6  ٢  هوای اهواز در هر ساعت از یک روز 
)F C= +

9
32

5
درجه 2)سانتیگراد( باشد، واریانس دمای هوا چند فارنهایت است؟ )راهنمایی
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 انحراف معیار

معیارهای گرایش به مرکز و پراکندگی فعالیت 3 در جدول زیر آمده است. 

میانگینمیانهدامنه تغییراتواریانسجذر واریانس

1/62/541010A کلاس

7/962/5201010B کلاس

همان‎طور که در جدول و نمودار بالا دیده می‎شود واریانس پراکندگی حول میانگین را بیشتر از حدانتظار نشان می‎دهد، زیرا در محاسبه 
واریانس از میانگین مجذور اختلاف از میانگین داده‎ها استفاده می‎شود. درحالی‎که جذر واریانس شاخص بهتری برای پراکندگی حول 

میانگین داده‎ها است.

جذر واریانس انحراف معیار نامیده می‎شود و با نماد σ نمایش داده می‎شود:

( ) ( )l Nx x
N

−µ + + −µ
σ = σ =

2 2
2 

8    9   10  11  12

0                    5                   10                  15                   20

A کلاس

B کلاس

برای گزارش پراکندگی کدام شاخص را ترجیح می‎دهید؟ چرا؟
مجدداً این سؤال را مطرح می‎کنیم که در فعالیت 2، به نظر شما یک معلم ریاضی ترجیح می‎دهد در کدام کلاس تدریس کند؟ چرا؟

 ضریب تغییر

σ است و معمولًا به صورت درصد بیان می‎شود. این 
ν =

µ
ضریب تغییر که با ν نمایش داده می‎شود، نسبت انحراف معیار به میانگین  

ضریب که به واحد اندازه‎گیری بستگی ندارد در عمل برای مقایسه به کار می‎رود.

مثال 4
ضریب تغییر نمره ریاضی کلاس A و کلاس B در فعالیت 2 محاسبه شد.

میانگینانحراف معیارضریب تغییر

/1 6

10  
= 0/16 ,16%1/610A کلاس

/7 9

10  
= 0/79 ,79%7/910B کلاس

ترجیح معلم ریاضی تدریس در کلاس A است که ضریب تغییر کمتری دارد.
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فارنهایت و سانتیگراد گزارش شده  به  ترتیب  به  دمای هوای یک هفته اسفند مشهد وکیش 
است. دمای هوای این هفته در کدام شهر از ثبات بیشتری برخوردار است؟

شنبهیکشنبهدوشنبهسه‎شنبهچهارشنبه پنجشنبهجمعه

مشهد )فارنهایت(37373941495350

کیش )سانتی گراد(21222223242627

چارک‎ها

کار در کلاس 6

9593878075706051482422

چارک 
میانهسوم

چارک 
اول

می‎بینید که 25% داده‎ها از 48 )چارک اول(، 50% داده‎ها از 70 )میانه( و 75% دادها از 87 
)چارک سوم( کمتر است. 

که  هستند  داده  سه  مقادیر  سوم(  چارک  و  دوم  چارک  اول،  )چارک  چارک‎ها 
بدیهی است  تقسیم می‎کنند.  به چهار قسمت مساوی  را  مرتب شده  داده‎های 

چارک دوم همان میانه است.

محاسبه چارک ها

ابتدا میانه داده ها را به دست آورید

برای داده های مرتب شده قبل از میانه، یک میانه به دست آورید و آن را چارک اول بنامید.

برای داده های مرتب شده بعد از میانه، یک میانه به دست آورید و آن را چارک سوم بنامید.
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مثال 5: داده‎های زیر مربوط به کاردرکلاس 1 تعداد ضربان قلب 12 دانش‎آموز پایه یازدهم  
قبل از یک مسابقه دو است. چارک‎ها را مشخص نمایید.

869792891019898105829110075
داده‎های مرتب شده

105101100989897929189868275
	

چارک اول  	94/5 چارک سوم	 	

کار در کلاس ٧

زیر  داده‎های  در  را  یازدهم   پایهٔ  دانش‎آموزان  ریاضی  درس  نمره‎های  سوم  و  اول  چارک 
مشخص نمایید.

1615102018191517141851514131217

 جداول فراوانی و نمودارها

کمی  و  کیفی  متغیرهای  فراوانی  و  درصد  گزارش  برای  که  دیدید  گذشته  سال‎های  در 
گروه‎بندی  شده از جدول فراوانی استفاده می‎شود.

پرسیده  خانوار  از 50  پژوهش  یک  مثال 6: در 
یا  هستند  سلامت  بیمه  پوشش  تحت  آیا  که  شده 

خیر؟ پاسخ آنها در زیر گزارش شده است:
	 	

بلیبلیخیرخیربلیبلیبلیخیربلیبلی

بلیبلیبلیخیرخیربلیخیرخیربلیبلی

بلیبلیخیرخیربلیبلیبلیبلیخیربلی

خیربلیبلیخیربلیبلیخیربلیبلیبلی

بلیخیربلیبلیخیربلیخیربلیبلیخیر

خواندنی
نیز  صدک  و  دهک  از  چارک،  بر  علاوه 
اول،   )دهک  دهک‎ها  می‎شود.  استفاده 
نه  مقادیر  نهم(  دهک  و   …، دوم  دهک 
داده هستند که داده‎های مرتب شده را به ده 
قسمت مساوی تقسیم می‎کنند. دهک پنجم 

همان میانه است.
 ،92/11/9 همشهری  روزنامه  از  نقل  به 
در  باید  درآمدی  پایین   ‎دهک سه  شناسایی 
دستور کار دولت قرار گیرد. با توجه به این 

جمله چه افرادی باید شناسایی شوند؟

که  افرادی  یارانه  بخواهد  دولت  چنانچه 
را  است  هشتم  دهک  از  بیشتر  آنها  درآمد 
حذف کند و به یارانه افرادی که درآمد آنها از 
دهک سوم کمتر است 50‎% اضافه نماید، آیا 

برای دولت مقرون به‎صرفه است؟	
صدک‎ها )صدک اول،  صدک دوم ،…و 
صدک نودونهم( مقادیر نودونه داده هستند 
قسمت  صد  به  را  شده  مرتب  داده‎های  که 
تقسیم می‎کنند. صدک دهم همان  مساوی 
همان  بیست   ‎وپنجم  صدک  و  اول  دهک 

چارک اول است.
کودکانی که زير صدک سوم قد رشد می‌کنند ، 
فارغ از اندازه قد بايد مورد ارزيابی قرار گيرند.

ــ منظور از صدک سوم قد چیست؟
باید  کودکانی  چه  فوق  جمله  اساس  بر  ــ 

مورد ارزیابی قرار گیرند؟
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برای گزارش فراوانی و درصد این متغیر می‎توان از
 جدول فراوانی استفاده نمود:

                                                                                                    

برای نمایش ساده‎تر داده‎ها می‎توان از نمودار هم کمک گرفت. نمودار به‎علت ایجاد ارتباط گرافیکی با حس بینایی انسان، می‎تواند نقش 
مؤثری در ارائه اطلاعات ایفا کند. برای داده‎های کیفی و کمی گروه‎بندی شده هم نمودار میله‎ای )ستونی(1 و هم نمودار دایره‎ای2 رسم 

می‎شود، البته بهتر است نمودار دایره‎ای تنها برای متغیرهای اسمی ترسیم گردد.
	 	

نمودار میله‎ای: محور x در این نمودار داده‎ و محور y درصد یا فراوانی را نشان 
نباید آنها به هم بچسبند. نمودار زیر  نمودار  باید برابر باشد و   می‎دهد. عرض میله‎ها 

میله ای مربوط به متغیر داشتن بیمه سلامت است. 	

نمودار مقابل فراوانی خانوارهای ایرانی برحسب تعداد افراد 
براساس اطلاعات    1385 را  خانوارها در سال‎های 1395ـ

مرکز آمار ایران نشان می‎دهد. نمودار مقابل بیانگر چیست؟

Bar Chart ــ1
Pie Chart ــ2

در این پژوهش متغیر، داشتن بیمه سلامت و داده، بلی ــ خیر است، بنابراین متغیر 
کیفی اسمی است.

= فراوانی نسبی
فراوانی

ـــــــــــــــــــ
تعداد کل

%34

%66

0

70

60

50

40

30

20

10

درصد

درصدخیر                                      بلی

	

کار در کلاس 8

/35 00

/30 00

/25 00

/20 00

/15 00

/10 00

/5 00

/0 00 ٥ نفر و بیشتر            ٤نفر                 ٣ نفر                 ٢ نفر                ١ نفر
1385         1390         1395

دادهفراوانیفراوانی نسبیدرصد

33

50
 *100=66%33

50
بلی33

17

50
 *100= 34%17

50
خیر17
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رنه دکارت ریاضی‎دان و فیلسوف فرانسوی 
) 1650ــ 1596 میلادی( اولین کسی بود 

که نمودار را معرفی کرد.

را  کیفی  متغیر  داده  هر  به  مربوط  درصد  قطاع  هر  دایره‎ای  نمودار  در  دایره‎ای:  نمودار 
نشان می‎دهد. برای محاسبه زاویه هر قطاع،  فراوانی نسبی هر داده را در 360 درجه ضرب 

می‎کنیم.  نمودار مقابل  نمودار دایره‎ای مربوط به متغیر داشتن بیمه سلامت است.

دادهزاویه قطاع

33

50
بلی˚237/6=˚360 * 

17

50
خیر˚122/4=˚360 * 

%34

%66

بلی
داشتن بیمه سلامت

خیر

کار در کلاس 9

درصد استفاده از انواع سیستم های عامل در گوشی های هوشمند در سال ٢٠١٥ میلادی در 
جدول زیر گزارش شده است. برای این اطلاعات یک نمودار دایره ای ترسیم کنید. 

othersBlackberryWindowsiosAndroidانواع سیستم عامل

درصد0/20/21/117/780/7

˚360 × فراوانی نسبی = زاویه قطاع

 جدول فراوانی گروه بندی شده

کار در کلاس 10

برآورد  را  اینترنت  از  دانش آموزان  استفاده  زمان  مدت  متوسط  می خواهد  یک کلاس  معلم 
اینترنت  از  دقیقه  شبانه روز چند  در یک  پرسید:  دانش آموز کلاس خود  از ٣٥  لذا  نماید. 

استفاده می کنند؟ در  زیر پاسخ آنها گزارش شده است. 

45906020015180458030120
7590906020120115603020
4545606060100907520025

1530180100120

هر  می‎تواند  داده  و   است  متغیر  اینترنت  از  استفاده  زمان  مدت  داده ها،  این  در 
عددی در بازه )∞+ , 0[ باشد. بنابراین این متغیر کمی پیوسته است.     



34

فصل ٧   آمار و احتمال

برای گزارش فراوانی و درصد در داده‎های کمی پیوسته و گسسته با دامنه تغییرات بزرگ باید 
ابتدا داده‎ها را گروه‎بندی کنیم. در گروه بندی داده‎ها باید به این نکته‎ها توجه نمود:

ــ گروه‎ها به گونه ای تعریف شود که کمینه و بیشینه داده‎ها را دربرگیرد.
تعداد  است  بهتر  کار  برای سهولت  و  انتخاب شود  داده‎ها  تعداد  با  متناسب  تعدادگروه ها  ــ 

گروه‎ها از 7 یا 8  گروه بیشتر نباشد.
ــ لازم نیست فاصله گروه‎ها با هم برابر باشد.

خواندنی
بیشتر اوقات با متغیرهایی روبه رو هستیم که 
بهداشت  سازمان  مثلاً  شده‎اند؛  دسته‎بندی 
جهانی  شاخص توده بدنی را به صورت زیر 

تقسیم بندی کرده است:

زیر 18/5: کمبود وزن 
18/5تا24/9: وزن نرمال

25 تا 29/9 : اضافه وزن 
30 تا 34/9: چاقی درجه ۱ 
35 تا 39/9: چاقی درجه ۲

بیشتر از 40: چاقی مفرط و مرگبار

کار در کلاس 10

جدول فراوانی داده‎های مدت زمان استفاده از اینترنت را برای گروه‎های تعریف شده کامل 
نمایید:

گروهفراوانیفراوانی نسبیدرصد
]15 ,60(

]60 ,120(
]120 ,200[

به  تهران   94 تیرماه  دمای  میانگین  مقابل  جدول  در  شکسته(1:  )خط  خطی  نمودار 
یا روندهای  تغییرات دما در طول یک ماه   سانتیگرادگزارش شده است. برای بررسی روند 
مشابه در طول زمان یا مکان از نمودار خطی استفاده می‎شود. در نمودار زیر می‎بینید که محور 

x زمان و محور y دمای هوا را نشان می‎دهد. 
	

	

Linear Chart ــ1

تاریخمیانگین دما

3494/4/1

3394/4/2

3294/4/3

3194/4/4

3294/4/5

...
...

میانگین دما

0

1/
4/

94

3/
4/

94

5/
4/

94

7/
4/

94

9/
4/

94

12
/4

/9
4

14
/4

/9
4

16
/4

/9
4

18
/4

/9
4

20
/4

/9
4

22
/4

/9
4

24
/4

/9
4

26
/4

/9
4

28
/4

/9
4

30
/4

/9
4

35

25

15

40

30

20

5

10



35

درس چهارم  جداول فراوانی و نمودارها

کار در کلاس 11

-4 -2 20 4

کمینهبیشینه

چارک اولچارک سوم میانگین پیوسته  کمی  متغیرهای  برای  جعبه ای  نمودار  جعبه ای:  نمودار 
می شود.  رسم  بزرگ  تغییرات  دامنه  با  گسسته  کمی  متغیرهای  یا 
کمینه،  نمودار  این  می شود  دیده  مقابل  که روی شکل  همان طور 
بیشینه، چارک اول و یا چارک سوم و میانگین را نمایش می دهد. 

نمودار جعبه ای مقابل داده های مربوط به مدت زمان استفاده از اینترنت در کار در کلاس ١٠ است. 
مقادیر کمینه، چارک اول، میانگین، چارک سوم، بیشینه مدت زمان استفاده از اینترنت را محاسبه و با 

نمودار مقابل مقایسه کنید. 

در استفاده از نمودارها، توجه به درجه‎بندی محورهای افقی یا عمودی، اعداد و ارقام مربوط به آنها 
مهم‎تر از شکل نمودارها است. دو نمودار زیر نرخ تورم را در سال‎های 1394ــ 1384  نشان می‎دهند. 

نوسانات شاخص تورم در کدام نمودار بیشتر است؟
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١ درستی یا نادرستی جمله‎های زیر را مشخص کنید؟ 
c کاهش می یابد. ــ  اگر مقدار ثابت c  از داده‎ها کم شود، انحراف معیار به اندازه 

ــ اگر مقدار ثابت c  به داده‎ها اضافه شود، ضریب تغییر،  بزرگ تر می‎شود.

برابر می‎شود.
c
1

 
 در داده‎ها ضرب شود، انحراف معیار

c
1 ــ اگر مقدار ثابت 

ــ اگر مقدار ثابتc  در داده‎ها ضرب شود، ضریب تغییر، ثابت می‎ماند.

2  کارخانه ای دو نوع لاستیک تولید می کند  میانگین طول عمر برای نوع A و B به ترتیب 11000 کیلومتر و 10000 کیلومتر و 
انحراف معیار برای نوع A و B به ترتیب 2000 کیلومتر و 1000 کیلومتر می باشد. کدام نوع لاستیک بهتر است؟

تمرین های درس سوم
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٣ جدول زیر پول توجیبی )ده هزار ریال( هفتگی پنج دوست نزدیک مینا و مریم را نشان می‎دهد. برنامه‎ریزی برای یک سفر یک روزه با 
دوستان برای مینا ساده‎تر است یا مریم؟  

مینا2726252423

مریم3530252015

4 مدیر یک فروشگاه‎ زنجیره‎ای  می‎خواهد نوشیدنی‎های خود را بر اساس سلیقه مشتریان انتخاب کند  لذا از 80 مشتری خود می‎پرسد: 
نوشیدنی مورد علاقه آنها چیست؟ پاسخ آنها در جدول زیر گزارش شده است:

ماءالشعیرنوشابهدوغدوغآب میوهآب میوهدوغدوغماءالشعیرنوشابه

آب میوهآب میوهماءالشعیرماءالشعیرآب میوهآب میوهآب میوهدوغدوغدوغ

نوشابهنوشابهنوشابهدوغدوغدوغآب میوهآب میوهآب میوهآب میوه

آب میوهآب میوهآب میوهماءالشعیرماءالشعیرنوشابهنوشابهنوشابهآب میوهآب میوه

دوغدوغدوغدوغآب میوهآب میوهماءالشعیرماءا لشعیرماءالشعیردوغ

آب میوهآب میوهآب میوهماءالشعیرماءالشعیرماءالشعیرآب میوهآب میوهآب میوهآب میوه

ــ برای کمک به مدیر فروشگاه در خلاصه‎سازی داده‎ها جدول فراوانی را رسم نمایید.
ــ چه نمودار)یا نمودارهایی( می تواند نمایش ساده تری از داده‎ها نشان دهد؟

5 در یک کار پژوهشی بهداشت دهان و دندان از 40 دانش آموز پرسیده شد: در یک شبانه روز چند بار مسواک می‎زنند؟ پاسخ آنها در 
جدول زیر گزارش شده است:

23102333321323212120
23142125311223232000

ــ برای کمک به مجری پژوهش در خلاصه‎سازی داده‎ها  جدول فراوانی را رسم نمایید.
ــ چه نمودار)یا نمودارهایی( می تواند نمایش ساده تری از داده‎ها را نشان دهد؟

6 معلم ریاضی می‎خواهد نمره ریاضی دانش‎آموزان پایه یازدهم رشته تجربی و انسانی را مقایسه کند. برای کمک به معلم ریاضی 
ــ ابتدا نمره دانش آموزان دو کلاس را ثبت نمایید.

ــ جدول فراوانی دو کلاس را به تفکیک دو رشته با گروه های ]20, 17[ , )17, 14[ , )14, 10[, )10, 0[ رسم نمایید.
ــ چه نمودار)یا نمودارهایی( می تواند نمایش ساده تری از داده‎ها به تفکیک دو رشته را نشان دهد؟
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درس چهارم  جداول فراوانی و نمودارها

شاخص تورم )شاخص بهای کالاها و خدمات مصرفی( معیار سنجش تغییرات قیمت کالاها و خدماتی است که توسط خانوارهای شهرنشین ایرانی به مصرف 
می‎رسد. این شاخص به عنوان وسیله‎ای برای اندازه‎گیری سطح عمومی قیمت کالاها و خدمات مورد مصرف خانوارها، یکی از بهترین معیارهای سنجش 
تغییر قدرت خرید پول داخل کشور به‎شمار می‎رود. برای محاسبه شاخص تورم، سال 1390 به عنوان سال پایه، 294 قلم کالا و 91 قلم خدمت با توجه به 

اهمیت آنها به طریق علمی انتخاب شده است.  برای محاسبه شاخص تورم از فرمول زیر استفاده می‎شود:         

,
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 t شاخص تورم در زمان :It

t ام در زمانi قیمت کالا یا خدمت : i
tP

: قیمت کالا یا خدمت iام در زمان پایه iP0

t ام در زمانi مقدار مصرف کالا یا خدمت : i
tQ

: مقدار مصرف کالا یا خدمت iام در زمان پایه iQ0

برای محاسبه نرخ تورم )Inft( از فرمول زیر استفاده می‎شود:                                                                                       
  

که It شاخص تورم در سال موردنظر و It-1 شاخص تورم در سال قبل از آن است. در جدول بالا شاخص و نرخ تورم سال‎های 1394ــ 1384 را ملاحظه 
‎.می کنید
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تعداد تماس ها به مرکز اورژانس 
شیراز در سال 1395
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7  هر جفت از نمودارهای زیر، اگر چه در ظاهر متفاوت به نظر می‎رسند اما بیانگر اطلاعات یکسانی هستند. علت را تشریح نمایید.
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